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70. Íàöèîíàëíà Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêà

Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå, ïúðâè äåí

Çàäà÷à 1. �ðàä èìà 4 õîðèçîíòàëíè è n ≥ 3 âåðòèêàëíè áóëåâàðäà, êîèòî ñå ïðåñè÷àò â 4n
êðúñòîâèùà. Êðúñòîâèùàòà ðàçäåëÿò âñåêè õîðèçîíòàëåí áóëåâàðä íà n− 1 óëèöè, à âñåêè
âåðòèêàëåí áóëåâàðä íà 3 óëèöè. Çà äà íå ñå îáúðêâàò æèòåëèòå íà ãðàäà, êìåòúò çàòâîðèë

ìèíèìàëåí âúçìîæåí áðîé êðúñòîâèùà òàêà, ÷å â ãðàäà äà íÿìà çàòâîðåí ìàðøðóò (òîâà

îçíà÷àâà, ÷å òðúãâàéêè îò êîÿ äà å óëèöà è ìèíàâàéêè ñàìî ïðåç îòâîðåíè êðúñòîâèùà áåç

äà ñå âðúùàìå íàçàä íå ìîæåì äà ñå âúðíåì íà ñúùàòà óëèöà).

à) Äà ñå äîêàæå, ÷å ñà çàòâîðåíè òî÷íî n êðúñòîâèùà.

á) Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî îò âñÿêà óëèöà ìîæå äà ñå ñòèãíå äî âñÿêà äðóãà è íèêîå îò ÷åòèðèòå

úãëîâè êúñòîâèùà íå å çàòâîðåíî, òî ñà çàòâîðåíè òî÷íî 3 êðàéíè êðúñòîâèùà (êðúñòîâèùå

å êðàéíî, àêî ñå íàìèðà íà ïúðâèÿ èëè ÷åòâúðòèÿ õîðèçîíòàëåí áóëåâàðä, èëè íà ïúðâèÿ

èëè n-èÿ âåðòèêàëåí áóëåâàðä).

�åøåíèå. à) Ùå äîêàæåì ñ èíäóêöèÿ ïî n, ÷å å íåîáõîäèìî äà ñå çàòâîðÿò ïîíå n êðúñòîâè-

ùà. Ïðè n = 3 äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ñà íè íóæíè òî÷íî 3 çàòâîðåíè êðúñòîâèùà. Ïðè

n > 3 äà ðàçãëåäàìå íàé-ëåâèÿ âåðòèêàëåí áóëåâàðä. Àêî íà íåãî èìà çàòâîðåíî êðúñòîâèùå,
òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò èíäóêöèîííîòî äîïóñêàíå. Àêî íà íåãî íÿìà çàòâîðåíî êðúñòîâèùå,

òî íà ñúñåäíèÿ ìó âåðòèêàëåí áóëåâàðä òðÿáâà äà èìà ïîíå äâå çàòâîðåíè êðúñòîâèùå (òúé

êàòî èìàìå äâà íåçàâèñèìè öèêúë � äîëíîòî è ãîðíîòî êâàäðàò÷åòà). Îòíîâî òâúðäåíèåòî

ñëåäâà îò èíäóêöèîííîòî äîïóñêàíå. Àêî âñÿêî êðúñòîâèùå îáîçíà÷èì ñ íîìåðà íà âåðòè-

êàëíèÿ áóëåâàðä (îòëÿâî íàäÿñíî) è íîìåðà íà õîðèçîíòàëíèÿ áóëåâàðä (îòäîëó íàãîðå),

ìîæåì äà çàòâîðèì ñëåäíèòå n êðúñòîâèùà: (a, 2) ïðè a íå÷åòíî è (b, 3) ïðè b ÷åòíî. Ëåñíî
ñå ïðîâåðÿâà, ÷å íÿìà öèêúë.

á) Äà ðàçãëåäàìå óëèöèòå êàòî ðåáðà íà ãðà�, à êðúñòîâèùàòà êàòî íåãîâè âúðõîâå. Ïðåäè

çàòâàðÿíå íà êðúñòîâèùà èìàìå 4(n−1)+3(n−1) = 7n−4 óëèöè (ðåáðà) è 4n êðúñòîâèùà

(âúðõîâå). Ïðè çàòâàðÿíå íà âúòðåøíî êðúñòîâèùå ðåáðàòà íà ãðà�à íå ñå ïðîìåíÿò, à ñå

äîáàâÿò 3 íîâè âúðõà. Ïðè çàòâàðÿíå íà êðàéíî êðúñòîâèùå, êîåòî íå å úãëîâî, ðåáðàòà íà

ãðà�à íå ñå ïðîìåíÿò, à ñå äîáàâÿò 2 íîâè âúðõà. Íåêà ñà çàòâîðåíè x âúòðåøíè è y êðàéíè
êðúñòîâèùà (êîèòî íå ñà úãëîâè), êàòî òîãàâà x+ y = n.
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Òúé êàòî ñëåä çàòâàðÿíå íà êðúñòîâèùàòà ñå ïîëó÷àâà ñâúðçàí ãðà� áåç öèêëè, ò.å. äúðâî

èìàìå, ÷å áðîÿò íà ðåáðàòà å ñ 1 ïî-ìàëúê îò áðîÿ íà âúðõîâåòå. Ñëåäîâàòåëíî 7n − 4 =
4n+ 3x+ 2y − 1 ⇐⇒ 3x+ 2y = 3n− 3. Òúé êàòî x+ y = n, ïîëó÷àâàìå x = n− 3 è y = 3.
Çàáåëåæêà: Äèðåêòíî ñå âèæäà, ÷å êàòî èçïîëçâàìå ïðèìåðà îò à) è ïðîìåíèì çàòâîðåíîòî

êðúñòîâèùå (2, 3) ñ (2, 4) ùå ïîëó÷èì ñâúðçàí ãðà�.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) à) 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å ñà íóæíè ïîíå n çàòâîðåíè êðúñòîâèùà è 1

ò. çà ïðèìåð; á) 1 ò. çà òâúðäåíèåòî, ÷å ñëåä çàòâàðÿíåòî òðÿáâà äà ñå ïîëó÷è äúðâî; 1 ò. çà

ïðåáðîÿâàíå íà ðåáðàòà íà òîâà äúðâî; 1 ò. çà ïðåáðîÿâàíå íà ëèñòàòà, êàòî �óíêöèÿ íà x
è y; 1 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 2. Âúðõó âèñî÷èíàòà ïðåç âúðõà C íà îñòðîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC ñ öåíòúð íà

îïèñàíàòà îêðúæíîñò O å èçáðàíà òî÷êà T , çà êîÿòî <) TBA =<) ACB. Àêî ïðàâàòà CO
ïðåñè÷à ñòðàíàòà AB â òî÷êà K, äà ñå äîêàæå, ÷å ñèìåòðàëàòà íà AB, âèñî÷èíàòà ïðåç

âúðõà A â △ABC è îòñå÷êàòà KT ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà.

�åøåíèå. Àêî OM ∩KT = P , òî <) PAM =<) PBM . Èìàìå

PM

TH
=

KM

KH
=

OM

CH
,

îòêúäåòî PM =
OM.TH

CH
. Òúé êàòî TH = HBtg γ, òî

PM

BM
=

OM

BM
.
TH

CH
=

OM

BM
.
HB

CH
tg γ.

Íî îò △OMB èìàìå

OM

BM
= otg γ è ñëåäîâàòåëíî

PM

BM
= otg γ

HB

CH
tg γ =

HB

CH
.

Îò ãîðíîòî ñëåäâà, ÷å △PMB ∼ △BHC, îòêúäåòî <) PBM =<) BCH. Ñëåäîâàòåëíî

<) PAB =<) PBM =<) BCH è çíà÷è AP ⊥ BC.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2 ò. çà PM =
OM.TH

CH
; 3 ò. çà

PM

BM
=

HB

CH
; 1 ò. çà △PMB ∼ △BHC;

1 ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.
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Çàäà÷à 3. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè �óíêöèè f : R+ → R
+
òàêèâà, ÷å

f(x)f(y + f(x)) = f(xy + 1) ∀x, y > 0.

�åøåíèå. (1) Î÷åâèäíî �óíêöèèòå f = 1 è f(x) = 1/x èçïúëíÿâàò äàäåíîòî ðàâåíñòâî.

Ùå äîêàæåì, ÷å äðóãè íÿìà.

(2) Ïúðâî äà îòáåëåæèì, ÷å àêî y = f(x)−1
x−1 > 0 çà íÿêîå x 6= 1, òî y+ f(x) = xy+1 è òîãàâà

f(x) = 1 � ïðîòèâîðå÷èå.

(3) Àêî f(z) = 1/z çà âñÿêî z > 1, îò óñëîâèåòî ïðè y > 1 ñëåäâà, ÷å f(x) = 1/x çà âñÿêî

x > 0.
(4) Íåêà ñåãà f(x) 6= 1/x çà íÿêîå x > 1. Òîãàâà x = xy + 1 ïðè y = 1 − 1/x > 0 è çíà÷è

f(a) = 1 çà a = 1− 1/x+ f(x). Òîãàâà f(z +1) = f(a)f(z + f(a)) = f(az +1) è ïî èíäóêöèÿ

ñëåäâà, ÷å (∗) f(z + 1) = f(anz + 1) çà âñåêè z > 0 è n ∈ Z.
(5) Íåêà u, v > 1. Ïîíåæå a 6= 1, ìîæåì äà èçáåðåì n ∈ Z òàêà, ÷å bn = an(u−1) > v(1−f(v)),
ò.å. cn = bn

v
+ f(v) > 1. Òîãàâà f(cn) ≤ 1 ñúãëàñíî (2) è çíà÷è

f(v) ≥ f(v)f(cn) = f(bn + 1) = f(u).

ñúãëàñíî (∗). Àíàëîãè÷íî f(u) ≥ f(v), ò.å. f(x) å êîíñòàíòà ïðè x > 1.
(6) Ñåãà îò óñëîâèåòî ïðè y > 1 ñëåäâà, ÷å f(x) = 1 ïðè x > 0.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) Ïî 1 ò. çà (1) è (2), ïî 2 ò. çà (4) è (5), è 1 ò. çà (3) è (6).

Çàäà÷èòå ñà ïðåäëîæåíè îò:

çàä. 1 � Åìèë Êîëåâ, çàä. 2 � Êðèñòèÿí Âàñèëåâ, çàä. 3 � Íèêîëàé Íèêîëîâ
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Ìèíèñòåðñòâî íà îáðàçîâàíèåòî è íàóêàòà

Ñúþç íà ìàòåìàòèöèòå â Áúëãàðèÿ

70. Íàöèîíàëíà Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêà

Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå, âòîðè äåí

Çàäà÷à 4. Äàäåíè ñà äâå áåçêðàéíè àðèòìåòè÷íè ïðîãðåñèè îò åñòåñòâåíè ÷èñëà

a1 < a2 < a3 < · · · è b1 < b2 < b3 < · · ·

Èçâåñòíî å, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî äâîéêè åñòåñòâåíè ÷èñëà (i, j), çà êîèòî

i ≤ j ≤ i + 2021 è ai äåëè bj . Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî i ñúùåñòâó-

âà åñòåñòâåíî ÷èñëî j, çà êîåòî ai äåëè bj .

�åøåíèå. ßñíî å, ÷å ñúùåñòâóâà �èêñèðàíî ÷èñëî k çà êîåòî ai äåëè bi+k çà áåçáðîéíî

ìíîãî ñòîéíîñòè íà i. Àêî da äåëè db ñà ðàçëèêèòå íà äâåòå ïðîãðåñèè, òî:

ai − a1 = (i− 1)da å bi+k − b1 − kdb = (i− 1)db,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå:

ai − a1

bi+k − b1 − kdb
=

da

db
.

Çàïèñâàìå ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî âúâ âèäà:

(1) aidb − bi+kda = a1db − da(b1 + kdb).

Ëÿâàòà ÷àñò íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî ñå äåëè íà ai, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å äÿñíàòà ÷àñò ñúùî ñå

äåëè íà ai. Ñëåäîâàòåëíî çà áåçáðîéíî ìíîãî i ÷èñëîòî ai äåëè êîíñòàíòàòà

a1db − da(b1 + kdb).

Òúé êàòî ai ñòàâà ïðîèçâîëíî ãîëÿìî, òîâà å âúçìîæíî ñàìî ïðè a1db − da(b1 + kdb) = 0.
Îò (1) ïîëó÷àâàìå aidb = bi+kda è ïîíåæå aibi+k, òî da äåëè db, ò.å. db = l.da. Èìàìå:

a1db − da(b1 + kdb) = 0 ⇐⇒ l.a1 = b1 + klda,

îòêúäåòî b1 = sl è ñëåäîâàòåëíî a1 = s + kda. Çà âñÿêî i (êàòî èçïîëçâàìå, ÷å b1 = sl è

db = lda) èìàìå:

ai = a1 + (i− 1)da = s+ (k + i− 1)da è bi+k = b1 + (i− k + 1)db = lai.

Ñëåäîâàòåëíî ai äåëè bi+k çà âñÿêî i.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 4 ò. çà aidb = bi+kda; 1 ò. db = lda; 1 ò. çà l äåëè b1; 1 ò. çà

äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 5. Ñúùåñòâóâà ëè ìíîæåñòâî S îò 100 òî÷êè â ðàâíèíàòà ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî:

öåíòúðúò íà òåæåñòòà íà âñåêè 10 òî÷êè îò S e òî÷êà îò S?

Çàáåëåæêà. Çà ìíîæåñòâî îò òî÷êè A1, A2, . . . , A10 öåíòúðúò íà òåæåñòòà å òàêàâà òî÷êà

M , çà êîÿòî

−−−→
MA1 +

−−−→
MA2 + · · ·+

−−−→
MA10 =

−→
0 .
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�åøåíèå. Äà äîïóñíåì, ÷å òàêîâà ìíîæåñòâî ñúùåñòâóâà. �àçãëåæäàìå êîîðäèíàòíà ñèñ-

òåìà â êîÿòî x-êîîðäèíàòèòå íà âñè÷êè òî÷êè ñà ðàçëè÷íè (äîñòàòú÷íî å äà èçáåðåì îñòà

x äà íå å ïåðïåíäèêóëÿðíà íà âñÿêà ïðàâà, ìèíàâàùà ïðåç äâå îò äàäåíèòå òî÷êè). Äà ïîä-

ðåäèì àáñöèñèòå íà âñè÷êè òî÷êè îò S ïî ãîëåìèíà x1 < x2 < . . . < x100. Äà ðàçãëåäàìå

x-êîîðäèíàíèòå gi íà öåíòðîâåòå íà òåæåñòòà íà ñëåäíèòå 101 ìíîæåñòâà:

A1 = {1, 2, . . . , 9, 10}, A2 = {1, 2, . . . , 9, 11}, A91 = {1, 2, . . . , 9, 100}, . . . ,

A92 = {1, 2, . . . , 8, 10, 100}, A93 = {1, 2, . . . , 8, 11, 100}, . . . , A101 = {1, 2, . . . , 8, 19, 100}

Î÷åâèäíî g1 < g2 < . . . < g101, è òúé êàòî |S| = 100 íå å âúçìîæíî âñè÷êè òî÷êè äà

ïðèíàäëåæàò íà S, ïðîòèâîðå÷èå.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà ðàçãëåæäàíå íà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà, â êîÿòî âñè÷êè

òî÷êè ñà ñ ðàçëè÷íè àáñöèñè; 4 ò. çà êîíñòðóèðàíå íà 101 ìíîæåñòâà ñ ðàçëè÷íè öåíòðîâå

íà òåæåñòòà; 2 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 6. Òî÷êà S å ñðåäàòà íà äúãàòà ACB îò îïèñàíàòà îêðúæíîñò k îêîëî △ABC

(AC > BC). Íåêà I å öåíòúðúò íà âïèñàíàòà â △ABC îêðúæíîñò. Ïðàâàòà SI ïðåñè÷à

îêðúæíîñòòà k çà âòîðè ïúò â òî÷êà T . Íåêà D å ñèìåòðè÷íàòà òî÷êà íà I ñïðÿìî òî÷êàòà

T , à M å ñðåäàòà íà ñòðàíàòà AB. Ïðàâàòà IM ïðåñè÷à ïðàâàòà ïðåç D, óñïîðåäíà íà AB,

â òî÷êà E. Äà ñå äîêàæå, ÷å AE = BD.

�åøåíèå. Èìàìå <) ATI =<) ATS =<) BTS =<) BTI è <) AIB = 90 + γ

2
. Òúé êàòî

<) TAI+ <) TIA = 90 +
γ

2
,

òî <) TAI =<) TIB è ñëåäîâàòåëíî △AIT ∼ △BIT . Ïîëó÷àâàìå DT 2 = IT 2 = AT.BT ,

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å △ATD ∼ △DTB. Ïðåñìÿòàìå

<) ADB =<) ADI = 180◦ −AIB,

ò.å. ADBI å âïèñàí ÷åòèðèúãúëíèê. Ïîíåæå
AD

BD
=

AT

TD
=

AT

TI
=

AI

BI
, òî ADBI å õàðìîíè-

÷åí ÷åòèðèúãúëíèê. Ñëåäîâàòåëíî ID å ñèìåäèàíà â△ABI, ò.å. <) AIM =<) DIB. Àêî L å

ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà ïðàâàòà IM ñ îïèñàíàòà îêîëî ÷åòèðèúãúëíèêà ADBI îêðúæíîñò, òî

AL = BD è ïîíåæå ALDB å âïèñàí, òî DL å óñïîðåäíà íà AB. Ñëåäîâàòåëíî L ñúâïàäà

ñ E è òâúðäåíèåòî å äîêàçàíî.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà ïîäîáèåòî △AIT ∼ △BIT ; 1 ò. çà ïîäîáèåòî △ATD ∼
△DTB; 1 ò. çà ADBI å âïèñàí ÷åòèðèúãúëíèê; 2 ò. çà ADBI å õàðìîíè÷åí ÷åòèðèúãúëíèê;

1 ò. çà ID ñèìåäèàíà; 1 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷èòå ñà ïðåäëîæåíè îò:

çàä. 1 � Àëåêñàíäúð Èâàíîâ, çàä. 2 � Ïàâåë Êîæåâíèêîâ, çàä. 3 � Êðèñòèÿí Âàñèëåâ
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