
Ìèíèñòåðñòâî íà îáðàçîâàíèåòî, ìëàäåæòà è íàóêàòà59. Íàöèîíàëíà îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêàÎáëàñòåí êðúã, 17-18.04.2010 ã.Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíåÇàäà÷à 9.1. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð a, çà êîèòîêîðåíèòå x1 è x2 íà óðàâíåíèåòî x2+(
√

a + 1−a)x−1 = 0 ñà ðåàëíè è óäîâëåòâîðÿâàòðàâåíñòâîòî
x2

1 + x2
2 + a2 = 2a(x1 + x2) + 2 +

√

a3 + a2 − 14a + 25.�åøåíèå. Óðàâíåíèåòî èìà ñìèñúë è êîðåíèòå ìó ñà ðåàëíè çà âñÿêî a ≥ −1. Äàîçíà÷èì çà êðàòêîñò g(a) = a3 + a2 − 14a + 25. Äàäåíîòî óñëîâèå ìîæå äà ñå çàïèøåâúâ âèäà
(x1 + x2 − a)2 =

√

g(a),êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà óðàâíåíèåòî a + 1 =
√

g(a). Ñëåä ïîâäèãàíå íà êâàäðàòïîëó÷àâàìå a3 − 16a + 24 = 0 ⇐⇒ (a − 2)(a2 + 2a − 12) = 0 ñ êîðåíè a1 = 2,
a2 = −1 +

√
13 è a3 = −1 −

√
13. Òúé êàòî a3 < −1 < a1 < a2, g(a1) = (a1 + 1)2 ≧ 0è g(a2) = (a2 + 1)2 ≧ 0, òî a1 = 2 è a2 = −1 +

√
13 ñà åäèíñòâåíèòå ðåøåíèÿ íàçàäà÷àòà.Èíñòðóêöèè çà îöåíÿâàíå. 1 ò. çà îïðåäåëÿíå íà a ≥ −1, êàòî äîñòàòú÷íî óñ-ëîâèå çà ðåàëíè êîðåíè; 2 ò. çà äîñòèãàíå äî óðàâíåíèåòî a+1 =

√
a3 + a2 − 14a + 25(äèðåêòíî ñ �îðìóëè íà Âèåò èëè êàêòî ïî-ãîðå); 2 ò. çà ïîëó÷àâàíå è ðåøàâàíå íàóðàâíåíèåòî (a − 2)(a2 + 2a − 12) = 0; 2 ò. çà ïðîâåðêà íà òðèòå êîðåíà è äîñòèãàíåäî äâåòå ðåøåíèÿ.Çàäà÷à 9.2. Â äàäåí ÷åòèðèúãúëíèê ABCD ìîæå äà ñå âïèøå îêðúæíîñò k, êîÿ-òî ñå äîïèðà äî ñòðàíèòå AB, BC, CD è DA â òî÷êèòå M , N , P è Q ñúîòâåòíî. Íåêà

S å ñðåäàòà íà õîðäàòà, ïîëó÷åíà îò ïðåñè÷àíåòî íà äèàãîíàëà AC ñ îêðúæíîñòòà
k. Äà ñå äîêàæå, ÷å å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî SM.SQ = SN.SP .
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äîáàâèì è äàäåíèòå îñåì òî÷êè âúðõó ïðàâèòå a è b äîñòèãàìå äî ïîíå 19+2+2+8 =
31 ïðåñå÷íè òî÷êè.Ùå ïîêàæåì, ÷å ìîæå äà ñå ïîñòðîè æåëàíà êîí�èãóðàöèÿ ñ òî÷íî 31 ïðåñå÷íèòî÷êè. Íåêà çà öåëòà ðàçïîëîæèì òî÷êèòå, òàêà ÷å îòñå÷êèòå AiBi äà ñà ïåðïåíäè-êóëÿðíè íà ïðàâèòå a è b, A1A2 = A3A4 = x è A2A3 = y. Òîãàâà B1B2 = B3B4 = x è
B2B3 = y. Ùå òúðñèì îòíîøåíèåòî x : y, òàêà ÷å ïðàâàòà A2B2 äà ìèíàâà ïðåç ïðå-ñå÷íàòà òî÷êà P íà îòñå÷êèòå A1B4 è A3B1. Çà öåëòà èçïîëçâàìå äâîéêèòå ïîäîáíèòðèúãúëíèöè△A1A2P è△B2B4P , êàêòî è òðèúãúëíèöèòå△A2A3P è△B1B2P . Ñëåäñúîòâåòíèòå ïðåñìÿòàíèÿ äîñòèãàìå äî ðàâåíñòâîòî x2−xy−y2 = 0, ò.å. x

y
=

1 +
√

5

2è A1A2 = A3A4 =
1 +

√
5

2
A2A3. Îò ñúîáðàæåíèå çà ñèìåòðèÿ, â òîçè ñëó÷àé ïîëó÷à-âàìå, ÷å îòñå÷êàòà A2B2 ìèíàâà ïðåç ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà îòñå÷êèòå A1B3 è B1A4,ò.å. îòñå÷êàòà A2B2 íå íîñè íîâè ïðåñå÷íè òî÷êè ðàçëè÷íè îò ãîðíèòå 19. Àíàëîãè÷íîè îòñå÷êàòà A3B3 íÿìà äà íîñè íîâè òî÷êè è âå÷å ëåñíî ñå âèæäà, ÷å îñòàíàëèòå äâåîòñå÷êè A2B3 è A3B2 ùå äîíåñàò òî÷íî 4 íîâè òî÷êè, êîåòî íè âîäè è äî òúðñåíèÿòáðîé.Èíñòðóêöèè çà îöåíÿâàíå. 4 ò. çà ìèíèìàëíàòà îöåíêà (2 ò. ñà çà íàìèðàíåíà 19 âúòðåøíè ïðåñå÷íè òî÷êè è 2 ò. çà îñòàíàëèòå 4 òî÷êè); 3 ò. çà êîíñòðóêöèÿòà.Çàäà÷à 9.4. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x + ay2 + a2z2 = a2

x + by2 + b2z2 = b2

x + cy2 + c2z2 = c2,êúäåòî a, b è c ñà ðåàëíè ïàðàìåòðè (a 6= b, b 6= c, c 6= a).�åøåíèå. Íåêà åäèí îò ïàðàìåòðèòå, íàïðèìåð a, å ðàâåí íà 0. Òîãàâà x = 0 îòïúðâîòî óðàâíåíèå, à îò äðóãèòå äâå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà
∣

∣

∣

∣

y2 + bz2 = b

y2 + cz2 = c,îòêúäåòî ëåñíî íàìèðàìå y2 = 0 è z2 = 1, ò.å. y = 0 è z = ±1.Íåêà ñåãà abc 6= 0. Òîãàâà ñëåä èçðàçÿâàíå íà z2−1 îò òðèòå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àâàìåñèñòåìàòà x + ay2

a2
=

x + by2

b2
=

x + cy2

c2
. Ñëåäîâàòåëíî

∣

∣

∣

∣

x(b2 − a2) + ab(b − a)y2 = 0
x(c2 − a2) + ac(c − a)y2 = 0

⇐⇒
∣

∣

∣

∣

x(a + b) + aby2 = 0
x(a + c) + acy2 = 0

.Â ïîñëåäíàòà ñèñòåìà óìíîæàâàìå ïúðâîòî óðàâíåíèå ñ c, âòîðîòî ñ b è ãè èçâàæäàìå,çà äà ïîëó÷èì ax(c − b) = 0, îòêúäåòî x = 0. Òîãàâà y = 0 z2 = 1äîñòèãàìå äî ðåøåíèÿòà (x, y, z) = (0, 0,±1).Èíñòðóêöèè çà îöåíÿâàíå. 2 ò. çà ñëó÷àÿ abc = 0 abc 6= 0ò. çà äîñòèãàíå äî ñèñòåìà ñ äâå óðàâíåíèÿ è äâå íåèçâå3
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b2
1 + b2

2 + b2
3. Ïðîäúëæàâàéêè ïî òî÷è íà÷èí çàêëþ÷àâàìå, ÷å 7.22 èëè 7.2 òðÿáâàäà å ñóìà íà òðè êâàäðàòà. Íåïîñðåäñòâåíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å òîâà íå å èçïúëíåíîçà 7.22 = 28 è ñëåäîâàòåëíî íå å èçïúëíåíî çà 7.2n ïðè ÷åòíî n. Îò äðóãà ñòðàíà,

7.2 = 14 = 32 + 22 + 12, êîåòî íè ïîäñåùà ïðè íå÷åòíî n = 2m + 1 äà èçáåðåì
a1 = 3.2m, a2 = 2.2m, a3 = 1.2m è òîãàâà a2

1 + a2
2 + a2

3 = 14.22m = 7.2n.Íåêà n = 2m å ÷åòíî è k = 4. Àíàëîãè÷íî íà ãîðíîòî, òúé êàòî 7 = 22+12+12+12,èçáèðàìå a1 = 2m+1, a2 = a3 = a4 = 2m è ïîëó÷àâàìå a2
1 +a2

2 +a2
3 +a2

4 = 7.22m = 7.2n.Îêîí÷àòåëíî, k = 3 çà íå÷åòíî n è k = 4 çà ÷åòíî n.Èíñòðóêöèè çà îöåíÿâàíå. 1 ò. çà ñëó÷àÿ k = 2; 2 ò. çà ñëó÷àÿ k = 3, 2 | n;2 ò. çà ñëó÷àÿ k = 3, 2 ∤ n; 2 ò. çà ñëó÷àÿ k = 4, 2 | n. (Íå ñå çà÷èòà öèòèðàíåòî áåçäîêàçàòåëñòâî íà �àêòè îòíîñíî ïðåäñòàâÿíåòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà êàòî ñóìà íàíÿêîëêî êâàäðàòà.)Çàäà÷à 10.1 Äà ñå ðåøè óðàâíåíèåòî
20x2

.10x = 2�åøåíèå. Çàïèñâàìå óðàâíåíèåòî âúâ âèäà
2x2

−1.10x2+x = 1,êîåòî å åêâèâàëåíòíî ñ óðàâíåíèåòî
(2x−1.10x)x+1 = 1.Èìàìå äâå âúçìîæíîñòè x + 1 = 0 èëè 2x−1.10x = 1. Ïðè ïúðâàòà äîñòèãàìå äîðåøåíèåòî x1 = −1, à ïðè âòîðàòà äîñòèãàìå äî óðàâíåíèåòî 20x = 2, êîåòî íè âîäèäî ðåøåíèåòî x2 = log20 2.Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå ðåøåíèÿòà x1 = −1 è x2 = log20 2.Èíñòðóêöèè çà îöåíÿâàíå: 1 ò. çà ñâåæäàíå äî óðàâíåíèåòî 2x2

−1.10x2+x = 1; 1ò. çà ñâåæäàíå äî óðàâíåíèåòî (2x−1.10x)x+1 = 1; 2 ò. çà ñëó÷àÿ x+1 = 0 è äîñòèãàíåäî ðåøåíèåòî x1 = −1; 1 ò. çà ñëó÷àÿ 2x−1.10x = 1; 1 ò. çà äîñòèãàíå äî óðàâíåíèåòî
20x = 2; 1 ò. çà äîñòèãàíå äî ðåøåíèåòî x2 = log20 2;Çàäà÷à 10.2. Âúíøíîâïèñàíàòà îêðúæíîñò êúì ñòðàíàòà AB íà △ABC ñå äî-ïèðà äî AB â òî÷êà D. Àêî <) CAB = 2 <) CDA, äà ñå íàìåðè ñòîéíîñòòà íà îòíî-øåíèåòî AD : BD.�åøåíèå. (Òðèãîíîìåòðè÷åí ïîäõîä)Ùå èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ çàñòðàíèòå íà △ABC è íåêà <) ADC = ϕ. Îò ñèíóñîâà òåîðåìà çà △ACD ïîëó÷àâàìå
CD =

b sin 2ϕ

sinϕ
= 2b cos ϕ. Îòòóê è îò êîñèíóñîâà òåîðåìà çà △ADC èìàìå

4b2 cos2 ϕ = b2+(p−b)2−2b(p−b) cos 2ϕ ⇐⇒ 2b2 cos 2ϕ = −b2+(p−b)2−2b(p−b) cos 2ϕ,îòêúäåòî íàìèðàìå cos 2ϕ =
p − 2b

2b
. Îò êîñèíóñîâà òåîð △ABC

a2 = b2 + c2 − 2bc
(p − 2b)

2b
⇐⇒ a2 = (b + c)2 − pc ⇐⇒ a − b =

c

2
.5
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Àâòîðè íà çàäà÷èòå:Ïåòúð Áîéâàëåíêîâ � 9.1, 9.4;Èâàí Òîíîâ � 9.3(10.3), 10.2;Ñòîÿí Áîåâ � 9.2, 9.5(10.5), 10.1;Êåðîïå ×àêúðÿí � 9.6(10.6), 10.4.

7

https://mathsbg.com



