
Äåñåòè áúëãàðñêè �åñòèâàë íà ìëàäèòå ìàòåìàòèöè

Ïúðâè êðúã, Òåìà çà 8 � 9 êëàñ

�ÅØÅÍÈß

Çàäà÷à 1. Íà äúñêàòà ñà çàïèñàíè n åñòåñòâåíè ÷èñëà. Êúì òÿõ ìîæåì äà äîáàâÿìå

åñòåñòâåíè ÷èñëà îò âèäà

2a+ b

a− b
, êúäåòî a è b ñà äâå îò äàäåíèòå ÷èñëà. Èçâåñòíî å, ÷å

ïî òîçè íà÷èí íà äúñêàòà ìîæå äà ñå çàïèøå âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà ñå íàìåðè íàé-

ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà n.

Îòãîâîð: 2. Òúé êàòî

2a+ b

a− b
= 1 è

2a+ b

a− b
= 2 ñà íåâúçìîæíè, òî ÷èñëàòà 1 è 2 òðÿáâà

äà ñà çàïèñàíè íà äúñêàòà. Ùå äîêàæåì, ÷å îò òÿõ ìîæå äà ñå ïîëó÷è âñÿêî åñòåñòâåíî

÷èñëî.

Ïúðâî ïîëó÷àâàìå 5 =
2.2 + 1

2− 1
, 4 =

2.5 + 2

5− 2
è 3 =

2.4 + 1

4− 1
.

Íåêà ñìå ïîëó÷èëè âñè÷êè ÷èñëà îò 1 äî 3k + 2 âêëþ÷èòåëíî. Òîãàâà ïîñëåäîâàòåë-

íî ïîëó÷àâàìå 3k + 5 =
2.(k + 2) + (k + 1)

(k + 2)− (k + 1)
, 3k + 4 =

2.(3k + 5) + (3k + 2)

(3k + 5)− (3k + 2)
è 3k + 3 =

2.(3k + 4) + (3k + 1)

(3k + 4)− (3k + 1)
è òâúðäåíèåòî ñëåäâà ïî èíäóêöèÿ.

Çàäà÷à 2. Â òóðíèð ïî �óòáîë ó÷àñòâàëè 5 îòáîðà, êàòî âñåêè äâà îòáîðà èçèãðàëè ïî

åäíà ñðåùà. Ïðè ðàâåí ðåçóëòàò äâàòà îòáîðà ïîëó÷àâàò ïî 1 òî÷êà. Ïðè ïîáåäà íà åäèíèÿ

îòáîð ñ ðåçóëòàò a : b, êúäåòî a > b ïîáåäèòåëÿò ïîëó÷àâà 3 + a − b òî÷êè, à ïîáåäåíèÿ

ïîëó÷àâà 0 òî÷êè. Â êðàéíîòî êëàñèðàíå ïúðâèÿ îòáîð âêàðàë 12 ãîëà, äîïóñíàë 3 ãîëà, à

âòîðèÿ, òðåòèÿ, ÷åòâúðòèÿ è ïåòèÿ îòáîð èìàëè ñúîòâåòíî 13, 8, 4 è 0 òî÷êè. Êîëêî òî÷êè

ìîæå äà èìà ïúðâèÿ îòáîð?

Îòãîâîð: 19 èëè 21.

Çàäà÷à 3. Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Êîëêî n-öè�ðåíè ÷èñëà èìàò â çàïèñà ñè òî÷íî òðè
ðàçëè÷íè öè�ðè?

Îòãîâîð: 324(3n−1 − 2n + 1). Àêî èìà 0, èìà 9.8 : 2! = 36 èçáîðà çà äðóãèòå äâå öè�ðè,

ó÷àñòâàùè â ÷èñëîòî. Çà ïúðâàòà öè�ðà èìà 2 èçáîðà, à çà âñÿêà îò ñëåäâàùèòå - ïî 3

(îáùî 2.3n−1
èçáîðà), îò êîèòî òðÿáâà äà ñå èçêëþ÷àò ÷èñëàòà, â êîèòî ó÷àñòâàò ñàìî äâå

îò öè�ðèòå (îáùî 2n−1+2n−1+2n = 2n+1
èçáîðà), è äà ñå âêëþ÷àò ÷èñëàòà, â êîèòî ó÷àñòâà

ñàìî åäíà îò öè�ðèòå (2 èçáîðà). Îáùî 36.(2.3n−12n+1 + 2) ÷èñëà.
Àêî íÿìà 0, èìà 9.8.7 : 3! = 84 èçáîðà çà íåíàðåäåíàòà òðîéêà öè�ðè, ó÷àñòâàùè

â ÷èñëîòî. Çà âñÿêà îò øåñòòå ìó ïîçèöèè èìà ïî 3 èçáîðà (îáùî 3n èçáîðà), îò êîèòî

òðÿáâà äà ñå èçêëþ÷àò ÷èñëàòà, â êîèòî ó÷àñòâàò ñàìî äâå îò èçáðàíèòå öè�ðè (îáùî 3.2n

èçáîðà), è îáðàòíî äà ñå âêëþ÷àò ÷èñëàòà, â êîèòî ó÷àñòâà ñàìî åäíà îò òåçè öè�ðè (îáùî

3 èçáîðà). Îáùî 84.(3n−3.2n + 3) ÷èñëà.
Âñè÷êè òúðñåíè ÷èñëà ñà 36.(2.3n−1− 2n+1 +2)+ 84.(3n − 3.2n +3) = 324(3n−1− 2n +1).

Çàäà÷à 4.Ïî îêðúæíîñò ñà çàïèñàíè ïîñëåäîâàòåëíî 10 ÷èñëà � a1, a2, a3, . . . , a9, a10. Âñÿêî
÷èñëî å çàìåíåíî ñúñ ñðåäíîàðèòìåòè÷íîòî íà äâåòå ñè ñúñåäíè ÷èñëà (a1 è a10 ñà ñúñåäíè),
êàòî íîâèòå ÷èñëà ñà 1, 2, 3, . . . , 9, 10 â íÿêàêúâ ðåä.

à) Äà ñå äîêàæå, ÷å âñÿêî îò ÷èñëàòà a1, a2, a3, . . . , a9, a10 å öÿëî.
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á) Äà ñå íàìåðè íàé-ãîëÿìîòî è íàé-ìàëêîòî ÷èñëî, êîåòî êîåòî ìîæå äà ñå ñðåùà

èçìåæäó ïúðâîíà÷àëíî çàïèñàíèòå ÷èñëà.

Îòãîâîð: á) 24, −13. à) Íåêà ïúðâîíà÷àëíèòå ÷èñëà ñà a1, a2, . . . , a10 è ñëåä çàìåñòâàíå íà
òÿõíî ìÿñòî ñà ïîëó÷åíè b1, b2, b3, . . . , b9, b10, êúäåòî {b1, b2, b3, . . . , b9, b10} = {1, 2, 3, . . . , 9, 10}.
Òîãàâà

a1 + a3 = 2b2, a3 + a5 = 2b4, a5 + a7 = 2b6, a7 + a9 = 2b8, a9 + a1 = 2b10,

îòêúäåòî ïðåñìÿòàìå

2a1 = (a1 + a3)− (a3 + a5) + (a5 + a7)− (a7 + a9) + (a9 + a1) = 2(b2 − b4 + b6 − b8 + b10)

è ñëåäîâàòåëíî a1 å öÿëî ÷èñëî.
á) Îò à) ñëåäâà, ÷å íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî å 10 + 9 + 8 − 1 − 2 = 24, à íàé-ìàëêîòî å

1 + 2 + 3− 10− 9 = −13.

Çàäà÷à 5. Â îñòðîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC ñà ïîñòðîåíè ìåäèàíàòà AA1 è âèñî÷èíàòà

BH . Îïèñàíàòà îêîëî △AA1H îêðúæíîñò ïðåñè÷à BH â òî÷êà X , êàòî AX = BC. Äà ñå
íàìåðè <) A1AC.

Îòãîâîð: 30◦. Òúé êàòî <) BHA = 90◦, òî îòñå÷êàòà AX å äèàìåòúð íà îïèñàíàòà îêîëî

△AA1H îêðúæíîñò. Îò ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê BHC ñëåäâà, ÷å HA1 =
1

2
BC è òîãàâà

HA1 =
1

2
AX . Ñëåäîâàòåëíî öåíòðàëíèÿò úãúë, ñúîòâåòñòâàù íà äúãàòà HA1 å ðàâåí íà

60◦, îòêúäåòî <) A1AC =<) A1AH = 30◦.

Çàäà÷à 6. Ïðåç òî÷êà P , âúòðåøíà çà òðèúãúëíèêà ABC, ñà ïîñòðîåíè îòñå÷êèòå PL,
PM è PK, ñúîòâåòíî óñïîðåäíè íà BC, AC è AB, êàòî L,M è K ëåæàò ñúîòâåòíî íà

ñòðàíèòå AC, AB è BC.
à) Äîêàæåòå, ÷å

CL

AC
+ AM

AB
+ BK

BC
= 1.

á) Äîêàæåòå, ÷å íå å âúçìîæíî è òðèòå ðàâåíñòâà äà ñà åäíîâðåìåííî èçïúëíåíè.

AM + PL = AL+MP PK + CL = PL+ CK BK +MP = BM + PK

�åøåíèå. Äà äîïóñíåì, ÷å è òðèòå ðàâåíñòâà ñà èçïúëíåíè. Ñúáèðàíåòî èì äàâà AL +
BM + CK = AM + BK + CL. Íåêà x = CL

AC
= SPBC

SABC
, y = AM

AB
= SPCA

SABC
è z = BK

BC
= SPAB

SABC
�

òîãàâà x+y+z = SPBC+SPAC+SPAB

SABC

= 1. Àêî îçíà÷èì BC = a, CA = b, AB = c, ðàâåíñòâîòî
ñ AL,BM,CK,AM,BK,CL ñå ïðåîáðàçóâà äî (1− x)b+ (1− z)a+ (1− y)c = yc+ za+ xb,
ò.å. (x+z)c+(y+x)a+(z+y)b = yc+za+xb, ò.å. x(c+a− b)+y(a+ b− c)+z(b+ c−a) = 0.
Îò äðóãà ñòðàíà, x, y, z ñà ïîëîæèòåëíè è c + a − b, a + b − c, b + c − a ñúùî ñà, ïîíåæå

a, b, c ñà ñòðàíè íà òðèúãúëíèê. Ñëåäîâàòåëíî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å íåâúçìîæíî, ñ êîåòî
çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Çàäà÷à 7. Åäíî öÿëî ÷èñëî x ñå íàðè÷à ñîçîïîëñêî, àêî

ax3 + bx2 + cx+ d = 0,

êúäåòî a, b, c è d â íÿêàêúâ ðåä ñà ÷åòèðè ïîñëåäîâàòåëíè öåëè ÷èñëà. Íàìåðåòå âñè÷êè

ñîçîïîëñêè ÷èñëà.

�åøåíèå. Ïðè a = 1, b = 3, c = 2 è d = 0 ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî x3 + 3x2 + 2x = 0 ñ

êîðåíè −2,−1 è 0.
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Ïðè a = −1, b = 1, c = 2 è d = 0 ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî −x3 + x2 + 2x = 0 ñ êîðåíè
−1, 0 è 2.

Ñëåäîâàòåëíî ÷èñëàòà x = −2,−1, 0, 2 ñà ñîçîïîëñêè. Ùå äîêàæåì, ÷å äðóãè ñîçîïîëñêè

÷èñëà íÿìà.

Ïðè x = 1 ïîëó÷àâàìå a+b+c+d = 0 çà 4 ïîñëåäîâàòåëíè öåëè ÷èñëà. Àêî íàé-ìàëêîòî
îò òÿõ å n, òî a+ b+ c + d = 4n+ 6 = 0 è ñëåäîâàòåëíî n íå å öÿëî ÷èñëî.

Òúé êàòî −a, −b, −c è −d ñà ñúùî ÷åòèðè ïîñëåäîâàòåëíè öåëè ÷èñëà, òî ìîæåì äà

ñ÷èòàìå, ÷å d ≥ 0.
Ïðè x ≥ 3 îò x äåëè d ñëåäâà, ÷å d = 0 èëè d ≥ 3. Ïðè d = 0 ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å c > 0

è ñëåä ñúêðàùàâàíå íà x 6= 0 ïîëó÷àâàìå, ÷å x äåëè c è ïîðàäè c 6= d = 0 ñëåäâà, ÷å c ≥ 3.
Ñëåäîâàòåëíî d ≥ 3 èëè c ≥ 3, êàòî òîãàâà a, b, c, d ≥ 0, îòêúäåòî ax3 + bx2 + cx + d > 0,
ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðè x ≤ −3 çà t = |x| ≥ 3 ïîëó÷àâàìå

at3 + ct = bt2 + d.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òîâà ðàâåíñòâî å íåâúçìîæíî ïðè t ≥ 4, à ïðè t = 3 êàêòî â ñëó÷àÿ

x ≥ 3 ñå ïîëó÷àâà ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 8. Íåêà 4ac > b2 è 5a + c > b. Äîêàæåòå, ÷å a + 4c > 2b.

�åøåíèå. Àêî f(x) = ax2 + bx + c, òî D < 0, ò.å. f(x) èìà ïîñòîÿíåí çíàê. Èìàìå

f(1) + f(3) = 10a+ 2c− 2b > 0, òàêà ÷å è a+ 4c− 2b = 4f(−1/2) > 0.
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Äåñåòè áúëãàðñêè �åñòèâàë íà ìëàäèòå ìàòåìàòèöè

Âòîðè êðúã, Òåìà çà 8 � 9 êëàñ

�ÅØÅÍÈß

Çàäà÷à 1. Íà äúñêàòà ñà çàïèñàíè äâå åñòåñòâåíè ÷èñëà. Âñÿêà ìèíóòà êúì çàïèñàíèòå

âå÷å ÷èñëà ñå çàïèñâà è ñáîðúò îò ÷åòâúðòèòå èì ñòåïåíè. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñëåä åäèí ÷àñ

íà äúñêàòà ùå èìà ÷èñëî ñ ïîíå 118 ðàçëè÷íè ïðîñòè äåëèòåëè.

�åøåíèå. Äà îçíà÷èì äàäåíèòå ÷èñëà ñ a è b. Íåêà ñëåä i-òà ìèíóòà äîïèñâàìå ÷èñëîòî

ti. Ùå äîêàæåì, ÷å t60 èìà ïîíå 118 ðàçëè÷íè ïðîñòè äåëèòåëè.

Òúé êàòî t1 = a4 + b4 > 1, òî t1 èìà ïîíå åäèí ïðîñò äåëèòåë. Îò t2 = t41 + a4 + b4 =
t41 + t1 = t1(t

3
1 + 1) ñëåäâà, ÷å t2 èìà ïîíå 2 ðàçëè÷íè ïðîñòè äåëèòåëè (òúé êàòî t1 è t31 + 1

ñà âçàèìíîïðîñòè). Îñâåí òîâà a, b ≥ 1 äàâà t2 ≥ 18.
Äà çàáåëåæèì, ÷å ti+1 = t4i + ti = ti(ti+1)(t2i − ti+1). Ùå äîêàæåì, ÷å (ti+1)(t2i − ti+1)

ïðè ti > 2 èìà ïîíå äâà ðàçëè÷íè ïðîñòè äåëèòåëè. Íàèñòèíà, àêî (ti +1)(t2i − ti +1) = pn,

òî ïîðàäè ÍÎÄ(ti + 1, t2i − ti + 1) = 1 èëè 3 ñëåäâà, ÷å p = 3. Òîãàâà ti = 3k − 1 çà k > 1
è ïîëó÷àâàìå t2i − ti + 1 = 3(32k−1 − 3k + 1). Ïðè k > 1 èçðàçúò 32k−1 − 3k + 1 íå ìîæå äà

áúäå ñòåïåí íà 3, ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåä âòîðàòà ìèíóòà âñÿêî íîâî ÷èñëî ùå èìà ïîíå äâà ïðîñòè äåëèòåëè ïîâå÷å îò

ïðåäèøíîòî. Ñëåäîâàòåëíî ñëåä 60 ìèíóòè ùå áúäå çàïèñàíî ÷èñëî ñ ïîíå 2.60− 2 = 118
ðàçëè÷íè ïðîñòè äåëèòåëè.

Çàäà÷à 2. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè äâîéêè íåîòðèöàòåëíè åñòåñòâåíè ÷èñëà (x, y), çà êîèòî
å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

20x − 10x2 + 1 = 19y.

�åøåíèå. Êàêòî ðàçãëåäàìå îñòàòúöèòå ïðè äåëåíèå íà 10, ïîëó÷àâàìå, ÷å y å ÷åòíî

÷èñëî. Ñëåäîâàòåëíî 20x − 10x2 + 1 å òî÷åí êâàäðàò.

Êàêòî ðàçãëåäàìå îñòàòúöèòå ïðè äåëåíèå íà 4, ïîëó÷àâàìå, ÷å x å ÷åòíî ÷èñëî; x = 2a.
Òî÷íèÿò êâàäðàò 202a−10.4a2+1 å ïî-ìàëúê îò (20a)2, ñëåäîâàòåëíî å íàé-ìíîãî (20a−

1)2.
202a − 10.4a2 + 1 ≦ (20a − 1)2 ⇐⇒ a2 ≧ 20a−1.

Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî å èçïúëíåíî ñàìî çà a = 1. Îòòóê ïîëó÷àâàìå åäèíñòâåíîòî ðå-

øåíèå x = y = 2.

Çàäà÷à 3. Îò

n(n + 1)

2
ìîíåòè å ñúñòàâåí ðàâíîñòðàíåí òðèúãúëíèê. Åäíà ìîíåòà ñî÷è

òóðà, à âñè÷êè îñòàíàëè ñî÷àò åçè. Çà åäèí õîä ìîæåì äà èçáåðåì äâå ñúñåäíè ìîíåòè A è B

è äà îáúðíåì âñèêè ìîíåòè îò ïðàâàòà AB. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè íà÷àëíè ðàçïîëîæåíèÿ,

çà êîèòî å âúçìîæíî ñëåä íÿêîëêî õîäà âñè÷êè ìîíåòè äà ñî÷àò òóðà.

�åøåíèå. Âñåêè õîä ïðîìåíÿ 0 èëè 2 îò òðèòå ìîíåòè âúâ âúðõîâåòå íà òðèúãúëíèêà. Çà

äà ìîæåì äà íàïðàâèì âñè÷êè ìîíåòè òóðà, åäèíñòâåíàòà ìîíåòà òóðà â íà÷àëîòî òðÿáâà

å âúâ âðúõ. Êîãàòî òÿ å âúâ âðúõ (íàïðèìåð â ãîðíèÿ âðúõ) èçâúðøâàíå íà õîäîâå ïî

âñè÷êè ðåäîâå ðåäîâå äàâà íåîáõîäèìîòî.

Çàäà÷à 4. ×åòèðè ìîì÷åòà è ÷åòèðè ìîìè÷åòà ñè ðàçìåíÿò ïîäàðúöè. Âñÿêî ìîì÷å èç-

áèðà ïî ïðîèçâîëåí íà÷èí åäíî ìîìè÷å è ìó äàâà äàâà ïîäàðúê. Âñÿêî ìîìè÷å èçáèðà ïî
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ïðîèçâîëåí íà÷èí åäíî ìîì÷å è ìó äàâà äàâà ïîäàðúê. Äà ñå íàìåðè âåîðÿòíîñòòà äà ñå

ñëó÷àò åäíîâðåìåííî ñëåäíèòå ñúáèòèÿ.

à) Âñåêè ïîëó÷àâà òî÷íî ïî åäèí ïîäàðúê.

á) Íèêîè äâàìà íå ñè ðàçìåíÿò ïîäàðúöè, ò.å. àêî A äàâà ïîäàðúê íà B, òî B íå äàâà

ïîäàðúê íà A.

Îòãîâîð:

27

8192
. Èìà 48 âúçìîæíîñòè çà ðàçïðåäåëåíèå íà ïîäàðúöèòå. Íåêà ìîì÷åòàòà

ñà A1, A2, A3, A4, à ìîìè÷åòàòà ñà B1, B2, B3, B4. Çà äà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà èìàìå èëè

åäèí öèêúë (íàïðèìåð A1−B1−A3−B2−A4−B3−A2−B4−A1) èëè äâà öèêúëà (íàïðèìåð

A1−B3−A4−B2−A1 è A2−B1−A3−B4−A2). Çà äâà öèêúëà âúçìîæíîñòèòå ñà 4.3.3.2 = 72,

à çà åäèí öèêúë âúçìîæíîñòèòå ñà 4.3.3.2.2 = 144 è âåðîÿòíîñòòà å

72 + 144

48
=

27

8192
.

Çàäà÷à 5. Òî÷êèòå M è N ñà ñúîòâåòíî îò áåäðàòà AC è BC íà ðàâíîáåäðåíèÿ òðèúãúë-

íèê ABC, êàòî MN > AC. Äà ñå äîêàæå, ÷å AB > MN .

�åøåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ñ÷èòàìå CM ≥ CN . Íåêà ïðàâàòà ïðåç A,

óñïîðåäíà íà MN , ïðåñè÷à îòñå÷êàòà BN â òî÷êà K (êîÿòî ìîæå äà ñúâïàäà ñ B) è

ïðàâàòà ïðåç M , óñïîðåäíà íà BC, ïðåñè÷à AK â òî÷êàòà P . Òîãàâà AK > PK = MN

(òúé êàòî PKNM å óñïîðåäíèê) è ñåãà óñëîâèåòî äàâà AK > AC = BC > CK. Â ÷àñòíîñò,

<) ACK > 60◦ êàòî íàé-ãîëÿì úãúë â òðèúãúëíèêà ACK, îòêúäåòî <) AKB å íàé-ãîëåìèÿò

úãúë â òðèúãúëíèêà AKB. Òàêà AB > AK > MN , êàêòî ñå èñêàøå.

Çàäà÷à 6. Âúíøíî çà ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê ABC (<) ACB = 90◦) ñà ïîñòðîåíè

ðàâíîáåäðåíèòå ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíèöè BCM è ACN , êàòî <) BMC =<) ANC = 90◦.
Ïðàâèòå AM è BN ñå ïðåñè÷àò â òî÷êàòà T , a H å ïåòàòà íà âèñî÷èíàòà ïðåç âúðõà C â

òðèúãúëíèêà ABC. Äà ñå äîêàæå, ÷å òðèúãúëíèêúò CHT å ðàâíîáåäðåí.

�åøåíèå. Íåêà CL (L ∈ AB) å úãëîïîëîâÿùàòà íà <) ACB. Ùå äîêàæåì, ÷å AM ðàç-

ïîëîâÿâà CL. Ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåíòíî íà SAML = SAMC , ò.å. íà
AL
AB

SABM = CM
MN

SAMN .

Ïîíåæå BM ‖ AN , èìàìå

SABM

SAMN
= BM

AN
è èñêàíîòî ñåãà å

AL
AB

BM
AN

= CM
MN

. ×ðåç BM = CM

ñâåæäàìå äî

AL
AL+BL

= AN
CN+CM

, ò.å. (èçïîëçâàéêè AN = CN) äî

AL
BL

= CN
CM

. Îò Ïèòàãîðîâàòà

òåîðåìà èìàìå CM = CB√
2
, CN = CA√

2
, à àêî LX è LY ñà (ðàâíèòå) ïåðïåíäèêóëÿðè îò L

êúì AC è BC, òî BL
AL

= SBLC

SALC
= BC.LY

AC.LX
= BC

AC
. Îòòóê

BL
AL

= CM
CN

è ðàçïîëîâÿâàíåòî ñëåäâà.

Àíàëîãè÷íî äîêàçâàìå, ÷å BN ðàçïîëîâÿâà CL è ñëåäîâàòåëíî ïðåñå÷íàòà òî÷êà T íà

AM è BN å òî÷íî ñðåäàòà íà CL. Òîãàâà â ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê CHL ñ õèïîòåíóçà

CL èìàìå HT = CL
2

= CT , ñ êîåòî çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Çàäà÷à 7. Çà âñÿêî ñúñòàâíî ÷èñëî n ≥ 6 íåêà an å íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî k, òàêîâà
÷å k! ñå äåëè íà n. Îïðåäåëåòå íàé-ãîëÿìàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà an

n
.

Îòãîâîð:

2

3
. Àêî n = p2, êúäåòî p ≥ 3 å ïðîñòî, òî an = 2p è

2p

p2
≤ 2

3
ñ ðàâåíñòâî çà

p = 3. Àêî n = pk, k ≥ 3, òî pk äåëè p
k(k−1)

2 = p.p2.p3. · · · .pk−1
è çíà÷è an ≤ pk−1

, êîåòî

äàâà

an
n

≤ 1

p
≤ 1

2
. Íàêðàÿ, àêî n èìà ïîíå äâà ðàçëè÷íè ïðîñòè äåëèòåëÿ, òî n = qr çà

äâå âçàèìíîïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà q, r ≥ 2; àêî áåç îãðàíè÷åíèå q > r, òî q|q! è r|r!|q!,
îòêúäåòî n = qr|q! è ñëåäîâàòåëíî an ≤ q è an

n
≤ 1

r
≤ 1

2
.

Çàäà÷à 8. Äà ñå íàìåðè íàé-ãîëÿìîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî: ïîíå åäíà

îò ñòðàíèòå íà âñåêè èçïúêíàë ÷åòèðèúãúëíèê ñ äèàãîíàëè ñ äúëæèíà 20 ñàíòèìåòðà å ñ

äúëæèíà, ïî-ãîëÿìà îò n ñàíòèìåòðà.
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Îòãîâîð: n = 14. Êâàäðàò ñ äèàãîíàë 20 èìà ñòðàíà 10
√
2 < 15 è ñëåäîâàòåëíî n ≤ 14.

Ùå äîêàæåì, ÷å åäíà îò ñòðàíèòå íà âñåêè èçïúêíàë ÷åòèðèúãúëíèê ABCD ñ äèàãîíàëè

ïî 20 ñì å ïî-ãîëÿìà îò 14 ñì. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî. Òîãàâà òî÷êèòå B è D ëåæàò

â îáùàòà ÷àñò íà k1(A, 14) è k2(C, 14). Äèàãîíàëúò BD èìà íàé-ãîëÿìà äúáæèíà êîãàòî

B è D ñúâïàäàò ñ ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà k1 è k2. Òîãàâà BD = 2
√
142 − 102 = 2

√
96 < 20,

ïðîòèâîðå÷èå.
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Äåñåòè áúëãàðñêè �åñòèâàë íà ìëàäèòå ìàòåìàòèöè

Òðåòè êðúã, Òåìà çà 8 � 9 êëàñ

�ÅØÅÍÈß

Çàäà÷à 1. à) Ñúùåñòâóâà ëè ìíîæåñòâî A îò 8 åñòåñòâåíè ÷èñëà, âñÿêî îò êîèòî å ïî-ìàëêî

îò 100 è íèêîè äâå ïîäìíîæåñòâà íà A íÿìàò ðàâíè ñóìè îò åëåìåíòèòå ñè.

á) Ñúùåñòâóâà ëè ìíîæåñòâî A îò 9 åñòåñòâåíè ÷èñëà, âñÿêî îò êîèòî å ïî-ìàëêî îò

100 è íèêîè äâå ïîäìíîæåñòâà íà A íÿìàò ðàâíè ñóìè îò åëåìåíòèòå ñè.

Îòãîâîð: à) Äà. á) Íå. à) {3, 6, 12, 24, 48, 95, 96, 97} âúðøè ðàáîòà.

á) Íåêà ÷èñëàòà ñà x1, . . . , x9. Òîãàâà ñáîðîâåòå

±x1 ± x2 ± · · · ± x9

ñà ðàçëè÷íè, ñ åäíàêâà ÷åòíîñò è ðàçëè÷íè îò 0. Òîãàâà íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà äâà îò

ìîäóëèòå íà ãîðíèòå ñóìè ñà 1 (çà 1 è −1), ñëåäâàùèòå äâà ñà íàé-ìàëêî 3 è ò.í., ò.å.

∑

(±x1 ± x2 ± · · · ± x9)
2 ≥ 2(12 + · · ·+ 5112) = 512.87381

Îò äðóãà ñòðàíà ñóìàòà ïî-ãîðå å ðàâíà íà

512(x2

1
+ · · ·+ x2

9
)

òúé êàòî óäâîåíèòå ïðîèçâåäåíèÿ ñå ñúêðàùàâàò. Ñëåäîâàòåëíî

x2

1
+ · · ·+ x2

9
≥ 87381

è ïîíåæå âñèêè ñúáèðàåìè ñà ïî-ìàëêè îò 100, ïîëó÷àâàìå, ÷å òå ñà íå ïî-ìàëêè îò 80.

Èçâàæäàìå îò âñè÷êè ÷èñëà ïî 80 è ðàçãëåæäàìå ïîëó÷åíîòî ìíîæåñòâî îò 9 ÷èñëà îò

0 äî 20 è êàòî ðàçãëåäàìå âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà îò ïî 4 åëåìåíòà ïîëó÷àâàìå, ÷å òå ñà

ïîâå÷å îò âúçìîæíî íàé-ãîëÿìàòà ñóìà îò 80.

Çàäà÷à 2. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî k íåêà S(k) îçíà÷àâà ñáîðà îò öè�ðèòå íà k. Äà ñå
íàìåðè íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî n çà êîåòî S(n)− S(2n) = 2019.

Îòãîâîð: 555 . . . 56
︸ ︷︷ ︸

505

. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ðàçëèêàòà ìåæäó ñúîòâåòíèòå öè�ðè íà n è 2n å

íàé-ìíîãî 5. Àêî å òî÷íî 5, òî òîâà å èëè öè�ðàòà íà åäèíèöèòå, èëè ïðåäèøíàòà öè�ðà

å ïî-ìàëêà îò 5. Òîãàâà ðàçëèêàòà ìåæäó ñáîðà íà äâåòå öè�ðè (5 è ïðåäèøíàòà) íà n è

íà 2n å íå-ïîâå÷å îò 5. Ñëåäîâàòåëíî íè òðÿáâà ïîíå 505 öè�ðåíî ÷èñëî è ëåñíî ñå âèæäà,

÷å òîâà å 555 . . . 56
︸ ︷︷ ︸

505

.

Çàäà÷à 3. Íà Ìàòåìàòè÷åñêèòå áîåâå ó÷åíèöè ðåøàâàëè 46 çàäà÷è, êàòî âñåêè ó÷åíèê

ðåøèë òî÷íî 3 çàäà÷è. Çà âñåêè äâàìà èìà íàé-ìíîãî åäíà çàäà÷à, êîÿòî å ðåøåíà è îò

äâàìàòà. Äà ñå äîêàæå, ÷å èìà 10 çàäà÷è, íèêîè òðè îò êîèòî íå ñà ðåøåíè îò åäèí ó÷åíèê.

�åøåíèå. Íåêà t å íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî ñúñ ñâîéñòâîòî: Èìà t çàäà÷è, íèêîè òðè îò êîèòî

íå ñà ðåøåíè îò åäèí ó÷åíèê. Äà äîïóñíåì, ÷å t ≤ 9 è äà îçíà÷èì ìíîæåñòâîòî îò òåçè

t çàäà÷è ñ A. Òúé êàòî t å íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî ñ òîâà ñâîéñòâî, çà âñÿêà çàäà÷à x 6∈ A
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ñúùåñòâóâàò äâå çàäà÷è y, z ∈ A, òàêèâà, ÷å èìà ó÷åíèê ðåøèë çàäà÷è x, y è z (â ïðîòèâåí
ñëó÷àé ùå äîáàâèì çàäà÷à x êúì A è ùå óâåëè÷èì t).

Ïî òîçè íà÷èí íà âñÿêà çàäà÷à èçâúí A ñúîòâåòñòâà äâîéêà îò çàäà÷è îò A. Ïðè òîâà

íà ðàçëè÷íè çàäà÷è èçâúí A ñúîòâåòñòâàò ðàçëè÷íè äâîéêè îò A (â ïðîòèâåí ñëó÷àé ùå

èìà ó÷åíèê ðåøèë ïîâå÷å îò 3 çàäà÷è). Òúé êàòî t ≤ 9, òî äâîéêèòå â A ñà íàé-ìíîãî

(
9

2

)

= 36, à èçâúí A èìà ïîíå 37 çàäà÷è è îò 37 > 36 ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 4. �åàëíèòå ÷èñëà a, b, c, d ñà ðàçëè÷íè è èçïúëíÿâàò ðàâåíñòâàòà

ac = bd è

a

b
+

b

c
+

c

d
+

d

a
= 4.

Äà ñå íàìåðè íàé-ãîëÿìàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà

a
c
+ b

d
+ c

a
+ d

b
.

�åøåíèå. Îò äàäåíèòå èìàìå (a + c)(b + d) = 4ac. Äà îòáåëåæèì, ÷å ac = bd < 0 �

èíà÷å, (a + c)(b + d) = 4ac > 0 è òîãàâà (a + c)(b + d) = |a + c||b + d| > 2
√
ac2

√
bd = 4ac,

ïðîòèâîðå÷èå (íåðàâåíñòâîòî å ñòðîãî, ïîíåæå a, b, c, d ñà ðàçëè÷íè). Ñåãà îò íåðàâåíñòâîòî
ìåæäó ñðåäíîàðèòìåòè÷íî è ñðåäíîãåîìåòðè÷íî ïîëó÷àâàìå

a

c
+

b

d
+

c

a
+

d

b
=

a2 + b2 + c2 + d2

ac
=

(a+ c)2 + (b+ d)2

ac
− 4 ≤ −2

(a+ c) + (b+ d)

ac
− 4 = −12

�àâåíñòâî ñå äîñòèãà íàïðèìåð çà a = 1, b = −1, c = −3− 2
√
2, d = 3 + 2

√
2.

Çàäà÷à 5. Íåêà 2a+ 3b+ 5c = 0. Äîêàæåòå, ÷å óðàâíåíèåòî ax2 + bx+ c = 0 èìà êîðåí â

èíòåðâàëà [0; 1].

�åøåíèå. Àêî f(x) = ax2+bx+c, òî f

(
2

3

)

=
4a

9
+
2b

3
+c è f(0) = c, òàêà ÷å (9/2)f(2/3)+

(1/2)f(0) = 2a+ 3b+ 5c = 0. Àêî òóê f(2/3) ≥ 0, òî f(0) ≤ 0. Àêî f(2/3) < 0, òî f(0) > 0.
Îò ãðà�èêàòà íà êâàäðàòíàòà �óíêöèÿ ñëåäâà, ÷å èìà êîðåí â èíòåðâàëà [0; 2/3].

Çàäà÷à 6. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC. Òî÷êèòå A1 è B1 ñà îò ñòðàíèòå BC è AC ñúîòâåòíî.

Òî÷êèòå P è Q ñà îò îòñå÷êèòå AA1 è BB1, êàòî PQ ‖ AB. Òî÷êàòà P1 å îò ïðàâàòà PB1,

êàòî B1 å ìåæäó P è P1 è <) PP1C =<) BAC. Òî÷êàòà Q1 å îò ïðàâàòà QA1, êàòî A1 ìåæäó

Q è Q1 è <) CQ1Q =<) ABC. Ïðàâèòå AA1 è BB1 ïðåñè÷àò îïèñàíàòà îêîëî òðèúãúëíèêà

ABC îêðúæíîñò â òî÷êèòå A0 è B0, ñúîòâåòíî. Äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå A0, B0, P, Q, P1

è Q1 ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.

�åøåíèå. Íåêà AA1 ∩ BB1 = R. Ïîíåæå PQ ‖ AB è ABA0B0 å âïèñàí ÷åòèðèúãúëíèê,

èìàìå <) B0QP = 180◦− <) RQP = 180◦− <) ABB0 = 180◦− <) PA0B0 è ñëåäîâàòåëíî

PQB0A0 å âïèñàí. Ñúùî, <) B1B0C =<) BAC =<) B1P1C è òàêà òî÷êèòå B0, B1, P1 è C
ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò. Ñåãà àêî <) B0P1P = 180◦− <) B1CB0 = 180◦− <) ABB0 =
180◦− <) PQB0 =<) B0QP , îòêúäåòî P,Q, P1 è B0 ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò. Àíàëîãè÷íî

P,Q,Q1 è A0 ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò, ñ êîåòî çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Çàäà÷à 7. Òî÷êèòå P è Q îò ñòðàíàòà AB íà òðèúãúëíèêà ABC ñà òàêèâà, ÷å <) ACP =
<) ABC è <) BCQ =<) BAC. Òî÷êèòåM è N ñà ñúîòâåòíî îò ëú÷èòå CP è CQ è èçïúëíÿâàò

ðàâåíñòâîòî

CP
PM

= QN

CQ
. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïðàâèòå AM è BN ñå ïðåñè÷àò âúðõó îïèñàíàòà

îêîëî òðèúãúëíèêà ABC îêðúæíîñò.
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�åøåíèå. Íåêà S = AM ∩BN è äà îçíà÷èì <) ABC =<) ACP = β è <) BAC =<) BCQ =
α. Òîãàâà △ACP ∼ △CBQ, îòêúäåòî (èçïîëçâàéêè è äàäåíîòî)

AP

PM
=

CP.CQ

QB

PM
=

NQ

QB

Íåùî ïîâå÷å, <) APM =<) BQC = α+ β. Ñëåäîâàòåëíî △NQB ∼ △APM . Îòòóê

<) ASB = 180◦− <) SAB− <) SBA = 180◦− <) MAP− <) AMP =

=<) APM = β + α = 180◦− <) ACB

ñ êîåòî çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Çàäà÷à 8. à) Íàìåðåòå âñè÷êè ìíîæåñòâà S îò åñòåñòâåíè ÷èñëà ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî:

çà âñåêè òðè ÷èñëà a, b è c îò S ÷èñëîòî

ab+ c

(a, c)
ñúùî å îò S.

á) Íàìåðåòå âñè÷êè ìíîæåñòâà S îò åñòåñòâåíè ÷èñëà ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî: çà âñåêè

òðè ÷èñëà a, b è c îò S, àêî ÷èñëîòî
ab− c

(a, c)
å åñòåñòâåíî, òî ñúùî å îò S.

Ñ (a, c) îçíà÷àâàìå íàé-ãîëåìèÿ îáù äåëèòåë íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà a è c.

�åøåíèå. à) Èìàìå

ab+ c

(a, c)
≥ b+1, êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî ïðè a = c. Ñëåäîâàòåëíî

âñè÷êè òúðñåíè ìíîæåñòâà ñà S = {n ≥ t}, êúäåòî t å �èêñèðàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî.

á) Îòãîâîð: 1 èëè âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà. Ïðè a = c èìàìå
ab− c

(a, c)
= b− 1, ò.å.

àêî S ñúäúðæà äàäåíî åñòåñòâåíî ÷èñëî, òî S ñúäúðæà è âñè÷êè ïî-ìàëêè îò íåãî. Àêî

S 6= {1}, òî 2 ∈ S è òîãàâà a = b = 2, c = 1 äàâà 3 ∈ S è ò.í ùå ïîëó÷èì, ÷å â S èìà

ïðîèçâîëíî ãîëåìè ÷èñëà.
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Äåñåòè áúëãàðñêè �åñòèâàë íà ìëàäèòå ìàòåìàòèöè

×åòâúðòè êðúã, Òåìà çà 8 � 9 êëàñ

�ÅØÅÍÈß

Çàäà÷à 1. Èçïúêíàëèÿò ÷åòèðèúãúëíèê ABCD å òàêúâ, ÷å AC = BD = AB. Äèàãîíàëèòå

AC è BD ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà O. Òî÷êèòå M è N ñà ñðåäèòå íà ñòðàíèòå AD è BC,

ñúîòâåòíî. Òî÷êèòåX , Y è Z ñúîòâåòíî îò îòñå÷êèòå AO,OB è AB ñà òàêèâà, ÷å AX = AZ,

BY = BZ è OX = OY . Äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå M , X , Y è N ëåæàò íà åäíà ïðàâà.

�åøåíèå. Îò äàäåíèòå ðàâåíñòâà ïîëó÷àâàìå DY = BD −BY = AB − BZ = AZ = AX.

Äà îçíà÷èì SAMX = SDMX = S è

DY
OY

= AX
OX

= k > 1. Òîãàâà SAXY = SAXD

k−1
= 2S

k−1
, SOXY =

OX
XA

SAXY = 2S
k(k−1)

è SOXD = (k − 1)SOXY = 2S
k
. Òàêà SDXY = SDXO + SOXY = 2S

k−1
= SAXY .

Ñåãà àêî W = XY ∩ AD, òî

AW
WB

= SAXY

SDXY
= 1, îòêúäåòî W å ñðåäàòà íà AD è â ÷àñòíîñò

W ñúâïàäà ñ M .

Ñëåäîâàòåëíî òî÷êèòå M , X è Y ëåæàò íà åäíà ïðàâà. Àíàëîãè÷íî N , X è Y ëåæàò íà

åäíà ïðàâà è èñêàíîòî ñëåäâà.

Çàäà÷à 2. Çà ðåàëíèòå ÷èñëà 0 ≤ a, b, c, d ≤ 1 äà ñå äîêàæå, ÷å

ab(a− b) + bc(b− c) + cd(c− d) + da(d− a) ≤
8

27

è äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ÷åòâîðêè (a, b, c, d), ïðè êîèòî ñå äîñòèãà ðàâåíñòâî.

�åøåíèå. Èçðàçúò å ðàâåí íà S = (b− d)(a− c)(a + c− b − d). Áåç îãðàíè÷åíèå íåêà
a ≥ c. Èìàìå äâà ñëó÷àÿ:

• Íåêà b ≥ d. Òîãàâà àêî a + c − b − d ≤ 0 ñìå ãîòîâè; èíà÷å îò ÑÀÑ� (ïî òî÷íî

xyz ≤ (x+y+z

3
)3 çà x, y, z ≥ 0) âúðõó a− c, b− d è a + c− b− d ïîëó÷àâàìå

S ≤

(

(b− d) + (a− c) + (a+ c− b− d)

3

)3

=

(

2a− 2d

3

)3

≤
8

27

êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ïðè a = 1, d = 0 è a− c = b− d = a + c− b− d, ò.å. b = 2
3
,

c = 1
3
. Âúçìîæíîñòòà a ≤ c äàâà è ÷åòâîðêàòà a = 1

3
, b = 0, c = 1, d = 2

3
.

• Àêî b ≤ d, çàïèñâàìå S = (d − b)(a − c)(b + d − a − c) è ïðè a + c− b − d ≥ 0 èìàìå
S ≤ 0 è ñìå ãîòîâè, à èíà÷å òî÷íî êàòî â ïðåäèøíèÿ ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå S ≤ 8

27
, ñ

ðàâåíñòâî ïðè a = 2
3
, b = 1

3
, c = 0, d = 1 (è a = 0, b = 1, c = 2

3
, d = 1

3
ïðè a ≤ c).

Çàäà÷à 3. Äîêàæåòå, ÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî a, çà êîåòî 2019 äåëè 338n + a.335n

çà âñÿêî íå÷åòíî åñòåñòâåíî ÷èñëî n è íàìåðåòå íàé-ìàëêîòî òàêîâà a.

Îòãîâîð: 674. Òúé êàòî 2019 = 3.673, ÍÎÄ(3; 673) = 1, 338 ≡ 335( (mod 3) è 338 ≡ 335(
(mod 673), óñëîâèåòî å èçïúëíåíî òî÷íî êîãàòî 3 äåëè (a + 1)335n è 673 äåëè (a1)335n.
Ñðåä ÷èñëàòà, çà êîèòî a ≡ 1( (mod 673), íàé-ìàëêîòî, çà êîåòî a ≡ 1 (mod 3), å 674.

Çàäà÷à 4. Íåêà a > 0 è 4a + 3b + 2c > 0. Äà ñå äîêàæå, ÷å íå å âúçìîæíî óðàâíåíèåòî

ax2 + bx+ c = 0 äà èìà äâà ðåàëíè êîðåíà â èíòåðâàëà (1, 2).

1
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�åøåíèå. Äà äîïóñíåì, ÷å òîâà ñå ñëó÷âà çà êîðåíèòå x1 è x2. �àçäåëÿéêè íà 2 è ïîëç-

âàéêè Âèåò, ïîëó÷àâàìå

2− 1, 5(x1 + x2) + x1x2 > 0 ⇒ (x1 − 1, 5)(x2 − 1, 5) > 0, 25.

Íî ñïîðåä äîïóñêàíåòî |x1 − 1, 5| < 0, 5 è |x2 − 1, 5| < 0, 5, òàêà ÷å ïîëó÷àâàìå àáñóðäà

0, 5.0, 5 > 0, 25.

Çàäà÷à 5. Äàäåíà å êâàäðàòíà òàáëèöà. Çìèÿ ñ äúëæèíà k å æèâîòíî, êîåòî çàåìà íà-

ðåäåíà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò k êëåòêè, äà ðå÷åì (s1, s2, . . . , sk) (â s1 ñå íàìèðà ãëàâàòà íà

çìèÿòà, à â sk � íåéíàòà îïàøíà ÷àñò). Êëåòêèòå òðÿáâà äà ñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè è âñåêè

äâå êëåòêè ñ ïîñëåäîâàòåëíè íîìåðà èìàò îáùà ñòðàíà (ò.å. s1 è s2 èìàò îáùà ñòðàíà, s2
è s3 ñúùî è ò.í.). Àêî â íÿêîé ìîìåíò çìèÿòà å â êëåòêèòå (s1, s2, . . . , sk) è s å íåçàåòà îò

çìèÿòà êëåòêà, êîÿòî å ñúñåäíà (ïî îáùà ñòðàíà) íà s1, òî çìèÿòà ìîæå äà ñå ïðèäâèæè è

äà çàåìå êëåòêèòå (s, s1, . . . , sk−1) (ò.å. ñåãà ãëàâàòà è å â s, à îïàøêàòà è � â sk−1). Êàçâàìå,

÷å çìèÿòà ñå å îáúðíàëà, àêî â íà÷àëîòî çàåìà êëåòêèòå (s1, s2, . . . , sk) è ñëåä êðàåí áðîé

õîäîâå çàåìà êëåòêèòå (sk, sk−1, . . . , s1) (ò.å. ãëàâàòà è å íà sk, à îïàøêàòà � íà s1).

Îïðåäåëåòå íàé-ãîëÿìîòî k, çà êîåòî ìîæåì äà ïîñòàâèì çìèÿ â òàáëèöà 3 × 3, êîÿòî
ìîæå äà ñå îáúðíå.

Îòãîâîð: k = 5. Äà îçíà÷èì êâàäðàò÷åòàòà íà òàáëèöàòà ñ A,B,C íà ïúðâèÿ ðåä, D,E, F

íà âòîðèÿ è G,H, I íà òðåòèÿ. Ïðè k = 5 ïîñòàâÿìå çìèÿòà ïúðâîíà÷àëíî íà (A,B,C, F, E)
(ãëàâàòà è å íà A) è ÷ðåç ïðåìåñòâàíèÿòà íà ãëàâàòà A → D → G → H → I → F → E →
D → A → B → C → F → E çìèÿòà ñå îáðúùà.

Íåêà ñåãà k ≥ 6. Ùå êàçâàìå, ÷å çìèÿòà å çàòèñíàòà, àêî íÿìà íåçàåòè êëåòêè, ñúñåäíè íà

s1 (êëåòêàòà, â êîÿòî ñå íàìèðà ãëàâàòà è). ßñíî å, ÷å àêî çìèÿòà å çàòèñíàòà, òÿ íå ìîæå

äà ñå îáúðíå. Îöâåòÿâàìå øàõìàòíî êëåòêèòå íà òàáëèöàòà, êàòî E å áÿëà. Äà çàáåëåæèì,

÷å âñåêè äâå ñúñåäíè êëåòêè íà çìèÿòà ñà â ðàçëè÷íè öâåòîâå � òàêà çìèÿ ñ äúëæèíà ïîíå

6 ïîêðèâà âúâ âñåêè ìîìåíò ïîíå 3 ÷åðíè è ïîíå 3 áåëè êëåòêè.

Ïðè âñÿêî äâèæåíèå íà çìèÿòà, êëåòêàòà, êîÿòî ïðåäè å áèëà çàåòà îò îïàøêàòà (ïîñ-

ëåäíàòà êëåòêà) ñòàâà ïðàçíà. Äà îòáåëåæèì, ÷å òàçè êëåòêà íå ìîæå âåäíàãà äà ñå çàåìå

îò ãëàâàòà, òúé êàòî ãëàâàòà òðÿáâà äà çàåìå êëåòêà, êîÿòî ïðåäè å áèëà íåçàåòà. Ñúùî,

âñåêè ïúò êîãàòî ãëàâàòà å íà áÿëà êëåòêà, ïðè äâèæåíèå òÿ îòèâà â ÷åðíà è îáðàòíî.

Ïîíåæå áðîÿò íà ÷åðíèòå êëåòêè å 4, à çìèÿòà âèíàãè çàåìà 3 îò òÿõ, èìà íàé-ìíîãî åäíà
âúçìîæíà ÷åðíà êëåòêà, â êîÿòî òÿ ìîæå äà îòèäå (àêî âñúùíîñò íÿìà, òî çìèÿòà ùå å

çàòèñíàòà). Ñåãà äà ðàçãëåäàìå ñàìî ïîñëåäîâàòåëíîñòòà (îò ãëàâà, êúì îïàøêà è íàêðàÿ

åâåíòóàëíî åäíà ïðàçíà êëåòêà) îò ÷åðíè êëåòêè. Èìàìå äâà ñëó÷àÿ:

• Àêî ãëàâàòà å áèëà íà ÷åðíà êëåòêà, ïðè äâèæåíèå ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íå ñå ïðîìåíÿ,

òúé êàòî âñÿêà ÷åðíà êëåòêà îò çìèÿòà ñå ïðåìåñòâà ñ åäíà ïîçèöèÿ íàäÿñíî (îòíîñíî

çìèÿòà) è ïîñëåäíàòà ÷åðíà êëåòêà ñòàâà íåçàåòà (èëè å áèëà íåçàåòà îò ïðåäè).

• Àêî ãëàâàòà å áèëà íà áÿëà êëåòêà, òî ïîñëåäíàòà êëåòêà (íåçàåòàòà) ñå çàåìà îò

ãëàâàòà, ò.å. òÿ ñòàâà â íà÷àëîòî íà ïîñëåäîâàòåëíîñòòà. Îñòàíàëèòå ÷åðíè êëåòêè

ñå ïðåìåñòâàò ñ åäíà ïîçèöèÿ íàäÿñíî (îòíîñíî çìèÿòà).

Ñëåäîâàòåëíî ïîñëåäîâàòåëíîñòòà íà ÷åðíèòå êëåòêè íåïðåñòàííî ñå çàâúðòà öèêëè÷-

íî. Â ÷àñòíîñò, íèêîãà íå ìîæå äà ñå ñëó÷è òÿ äà ñòàíå â îáðàòåí ðåä (ñïðÿìî íÿêîå

ïðåäèøíî ïîëîæåíèå), êîåòî îáà÷å å íåîáõîäèìî, çà äà ìîæå çìèÿòà äà ñå îáúðíå. Ïðîòè-

âîðå÷èå.
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Çàäà÷à 6. Â ïðàâîúãúëíèÿ △ABC ñ ïðàâ úãúë ïðè âúðõà C å âïèñàíà îêðúæíîñò, êîÿòî

äîïèðà êàòåòèòå BC, CA è õèïîòåíóçàòà AB ñúîòâåòíî â òî÷êè M , N è P . Äà ñå äîêàæå,

÷å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà âèñî÷èíèòå íà △MNP ëåæè íà âèñî÷èíàòà CD íà △ABC.

Çàäà÷à 7. Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ÷èñëîòî

(4n)!(6n)!(9n)!(24n)!

(2n)!(3n)!(8n)!(12n)!(18n)!

e åñòåñòâåíî.

�åøåíèå. Èçâåñòåí �àêò å, ÷å íàé-âèñîêàòà ñòåïåí íà ïðîñòî ÷èñëî p, äåëÿùà m, å ñ

ïîêàçàòåë

∑

∞

i=1⌊
m
pi
⌋ è ñëåäîâàòåëíî å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì íåðàâåíñòâîòî

⌊4x⌋ + ⌊6x⌋ + ⌊9x⌋+ ⌊24x⌋ − ⌊2x⌋ − ⌊3x⌋ − ⌊8x⌋ − ⌊12x⌋ − ⌊18x⌋ ≥ 0

çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî ðåàëíî ÷èñëî x. Ïðåäñòàâÿéêè x = ⌊x⌋ + α, α ∈ [0, 1) äîñòèãàìå
äî ãîðíîòî íåðàâåíñòâî, íî çà α. È íàèñòèíà, âúâ âñåêè îò ñëó÷àèòå α ∈ [ 1

24
, 1
18
), α ∈

[ 1
18
, 1
12
), α ∈ [ 1

12
, 1
9
), α ∈ [1

9
, 1
8
) è α ∈ [ i−1

24
, i
24
), i = 1, 4, 5, 6 . . . , 23, 24 (ñêîáêèòå ñå ñìÿòàò

äèðåêòíî � íàïðèìåð çà α ∈ [1
8
, 1
6
) òå ñà ñúîòâåòíî 0, 0, 1, 3, −0, −0, −1, −1, −2) èñêàíîòî

å èçïúëíåíî.

Çàäà÷à 8. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè öåëè ðåøåíèÿ íà xy + yz + zx − xyz = 2.
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Äåñåòè áúëãàðñêè �åñòèâàë íà ìëàäèòå ìàòåìàòèöè

Ôèíàë, Òåìà çà 8 � 9 êëàñ

�ÅØÅÍÈß

Çàäà÷à 1. Çà öÿëî íåîòðèöàòåëíî ÷èñëî a è ïðîñòî ÷èñëî p îçíà÷àâàìå

• ∂a
∂p

= a.x
p
, àêî a 6= 0, p äåëè a è x ≥ 1 å òàêîâà, ÷å px äåëè a, íî px+1

íå äåëè a (ñ

äðóãè äóìè, x å ñòåïåíòà íà p â ðàçëàãàíåòî íà a íà ïðîñòè ìíîæèòåëè)

• ∂a
∂p

= 0 àêî a = 0 èëè p íå äåëè a.

Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà n, êîèòî èçïúëíÿâàò ðàâåíñòâîòî

∂(∂n
∂3
)

∂3
+

∂( ∂n
∂673

)

∂673
= 2n

Îòãîâîð. n = 33.673673.x, êúäåòî ÍÎÄ(x, 2019) = 1.
�åøåíèå. Ïðåäñòàâÿìå n êàòî n = 33

a673bc16733
c673dc2x çà öåëè a, b, c, d, c1, c2 ≥ 0, x ≥

Òîãàâà

∂n
∂3

= 3a−1+3a673bc1673b+3c673dc2c1x è

∂(∂n
∂3

)

∂3
= (a− 1 + 3a673bc1)3

a−2673bc1n. Àíàëîãè÷íî ïî-

ëó÷àâàìå

∂( ∂n

∂673
)

∂673
= (d−1+3c673dc2)3

c673d−2c2n. Çàìåñòâàíå è ñúêðàùàâàíå íà n â äàäåíîòî

óðàâíåíèå äàâà

(a− 1 + 3a673bc1)3
a−2673bc1 + (d− 1 + 3c673dc2)3

c673d−2c2 = 2

Èìàìå ñëåäíèòå ñëó÷àè:

• Àêî a ≥ 2 (èëè d ≥ 2), òî ïúðâîòî (èëè âòîðîòî) ñúáèðàåìî å ïî-ãîëÿìî îò 2 çà

íåíóëåâî c1 (íåíóëåâî c2) ïîðàäè ìíîæèòåëÿò (a − 1 + 3a673bc1) (ñúîòâåòíî (d− 1 +
3c673dc2)). Íåêà c1 = 0, ò.å. (d−1+3c673dc2)3

c673d−2c2 = 2. Êàêòî ïî-ãîðå, d ≥ 2 äàâà
c2 = 0, êîåòî å íåâúçìîæíî. Ïðè d = 1 ïîëó÷àâàìå 32cc22 = 2, íåâúçìîæíî. Ïðè d = 0
ñâåæäàìå äî t(t−1) = 2.6732, êúäåòî t = 3cc2; ïîñëåäíîòî å íåâúçìîæíî, íàïðèìåð îò
åêâèâàëåíòíîòî (2t− 1)2 = 8.6732 + 1 è òîâà, ÷å ÷èñëîòî â äÿñíàòà ñòðàíà çàâúðøâà

íà 3. Âúçìîæíîñòòà c2 = 0 ñå îòõâúðëÿ àíàëîãè÷íî.

• Àêî a = d = 1, ïîëó÷àâàìå 6732bc21 + 32cc22 = 2 è çíà÷è b = c = 0, c1 = c2 = 1. Òîâà
ñúîòâåòñòâà òî÷íî íà n = 33.673673.x.

• Íåêà a = d = 0. Ñëåä îñâîáîæäàâàíå îò îòðèöàòåëíè ñòåïåíè äîñòèãàìå äî

(673bc1 − 1)673b+2c1 + (3cc2 − 1)3c+2c2 = 2.20192

Ñåãà å ÿñíî, ÷å íåïðåìåííî (3cc2 − 1)c2 = k.6732 çà öÿëî íåîòðèöàòåëíî ÷èñëî k. Àêî

k > 0, òî (3cc2 − 1)3c+2c2 ≥ k.3c.20192 äàâà c = 0 è k ≤ 2 � îáà÷å c2(c2 − 1) = 6732 è
c2(c2−1) = 2.6732 ñà íåâúçìîæíè, íàïðèìåð îò åêâèâàëåíòíèòå (2c2−1)2 = 4.6732+1,
(2c2 − 1)2 = 8.6732 + 1 è òîâà, ÷å ÷èñëàòà â äåñíèòå ñòðàíè çàâúðøâàò íà 7 è 3,
ñúîòâåòíî.

Ñëåäîâàòåëíî k = 0 è çíà÷è (673bc1−1)673b+2c1 = 2.20192. Ñúêðàùàâàíå íà 6732 äàâà
(673bc1 − 1)673bc1 = 2.32 è òàêà b = 0 è c1(c1 − 1) = 18, ò.å. (2c1 − 1)2 = 73, êîåòî å

íåâúçìîæíî.
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• Ñåãà ðàçãëåæäàìå a = 0, d = 1, ò.å. (673bc1−1)673bc1
9

+32cc22 = 2. Àêî c2 = 0, ïîäõîæäàìå
êàêòî â êðàÿ íà ïðåäèøíèÿ ñëó÷àé. Èíà÷å 32cc22 > 2 îñâåí ñàìî ïðè c2 = 1, c = 0. Â
òàêúâ ñëó÷àé, (673bc1 − 1)673bc1 = 9 � íî ëÿâàòà ñòðàíà å ÷åòíà, êàòî ïðîèçâåäåíèå

íà äâå ïîñëåäîâàòåëíè öåëè ÷èñëà.

• Îñòàâà äà îòõâúðëèì a = 1, d = 0, ò.å. 6732bc21 +
(3cc2−1)3cc2

6732
= 2. Íåïðåìåííî èìàìå

b = 0, c1 = 0 èëè 1, êàòî è äâåòå îòïàäàò êàêòî â êðàÿ íà ïðåäèøíèÿ ñëó÷àé.

Çàäà÷à 2. Íà òåñò ñå ÿâèëè 2n ó÷åíèöè. Âúçìîæíèòå ðåçóëòàòè ñà 0, 1, . . ., 10, êàòî
âñåêè ðåçóëòàò ñå ñðåùà ïîíå âåäíúæ. Ñðåäíîàðèòìåòè÷íîòî îò ðåçóëòàòèòå ñå îêàçàëî

36
5
. Äà ñå äîêàæå, ÷å ìîæåì äà ñ�îðìèðàìå äâå ãðóïè îò ïî n ó÷åíèöè, êàòî ñðåäíîàðèò-

ìåòè÷íèÿò ðåçóëòàò èçìåæäó õîðàòà âúâ âñÿêà ãðóïà å

36
5
.

�åøåíèå. Íåêà a1, a2, . . ., a2n ñà ðåçóëòàòèòå â íåíàìàëÿâàù ðåä. Îçíà÷àâàìå si =
∑i+n

j=i+1 aj çà i = 0, . . . , n. Òîãàâà s0 ≤ . . . ≤ sn è s0+ sn =
∑2n

j=1 aj =
36
5
n è çíà÷è s0 ≤

73
10
n ≤

sn. Íåêà i å íàé-ãîëåìèÿò èíäåêñ, çà êîéòî si ≤
36
5
n. Èìàìå i < n, èíà÷å s0 = sn = 36

5
è

a1 = . . . = a2n = 36
5
, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷è

36
5
n− si < si+1 − si = ai+n+1 − ai è

ai < si + ai+n+1 −
36

5
n ≤ ai+n+1

Ïîíåæå âñåêè îò âúçìîæíèòå ðåçóëòàòè ñå ñðåùà ïîíå âåäíúæ (à çíà÷è è M = si +
ai+n+1 −

36
5
n), ìîæåì äà èçáåðåì ÷èñëàòà ai+1, . . . , ai+n+1 è äà ïðåìàõíåì òî÷íî åäíî îò

òÿõ, êîåòî å ðàâíî íà M . Ñðåäíîàðèòìåòè÷íîòî å òî÷íî

ai+1+...+ai+n+1−M

n
= 36

5
è ñåãà å ÿñíî,

÷å îñòàíàëèòå n ðåçóëòàòà ùå ñà ñúñ ñúùîòî ñðåäíîàðèòìåòè÷íî.

Çàäà÷à 3. Åñòåñòâåíî ÷èñëî ñå íàðè÷à ñâîáîäíî îò êâàäðàòè, àêî íå ñå äåëè íà êâàä-

ðàòà íà êîå äà å ïðîñòî ÷èñëî. Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñóìàòà íà

÷èñëàòà îò âèäà ⌊
√

n
a
⌋, êúäåòî a å ñâîáîäíî îò êâàäðàòè, å ðàâíà íà n.

(Çà ðåàëíî ÷èñëî x ñ ⌊x⌋ îçíà÷àâàìå íàé-ãîëÿìîòî öÿëî ÷èñëî, ïî-ìàëêî èëè ðàâíî íà x)

�åøåíèå. Èíäóêöèÿ ïî n.

Çàäà÷à 4. Äàäåí å óñïîðåäíèê ABCD ñ AB < AC < BC. Òî÷êèòå M è N îò îïèñàíàòà

îêîëî òðèúãúëíèêà ABC îêðúæíîñò k ñà òàêèâà, ÷åDM èDN ñå äîïèðàò äî k è îòñå÷êèòå

AD è CM ñå ïðåñè÷àò. Àêî <) ABN =<) DCM , äà ñå íàìåðè <) ABC.

Îòãîâîð. 60◦

�åøåíèå.Òúé êàòîD å âúíøíà çà k, úãúëúò <) ABC å îñòúð. Íåêà A′
å âòîðàòà ïðåñå÷íà

òî÷êà íà CD è k. Ïîíåæå BC > AC, èìàìå <) DCA =<) CAB ><) CBA = DA′A; çíà÷è C å

ìåæäó A′
è D. Íàòàòúê, ÷ðåç úãëè â k è óñëîâèåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å äúãèòå MCA′

è ACN ñà

ðàâíè. Íàòàòúê, íåêà l å úãëîïîëîâÿùàòà íà <) MDN . Òúé êàòîDM èDN ñà äîïèðàòåëíè,

ïðàâàòà l ìèíàâà ïðåç öåíòúðà O íà k. Ïîðàäè ðàâåíñòâîòî íà ãîðåñïîìåíàòèòå äúãè,

ïðè ñèìåòðèÿ îòíîñíî l òî÷êàòà A ñå èçîáðàçÿâà â A′
� â ÷àñòíîñò, <) DAA′ =<) DA′A.

Ñåãà <) DAA′ =<) DA′A =<) ABC =<) ADC è çíà÷è òðèúãúëíèêúò AA′D å ðàâíîñòðàíåí.

Îòãîâîðúò ñëåäâà.

Çàäà÷à 5. Äà ñå îïðåäåëè íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà èçðàçà

(x2x3 + x4x5 + . . .+ x2n−2x2n−1 + x2nx1)− (x1x2 + x3x4 + . . .+ x2n−3x2n−2 + x2n−1x2n)

êúäåòî xi, i = 1, 2, . . . , 2n ñà ðåàëíè ÷èñëà îò èíòåðâàëà [0, 1], àêî:
a) n = 2 á) n = 3
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�åøåíèå. a) Èçðàçúò å ðàâåí íà (x2 − x4)(x3 − x1) è ñåãà å ÿñíî, ÷å ìàêñèìóìúò å 1.
á) Ùå äîêàæåì, ÷å è òóê ìàêñèìóìúò å 1. Ñòîéíîñòòà ñå äîñòèãà íàïðèìåð ïðè x2 =

x3 = 1, x4 = x6 = x1 = x5 = 0.
Èíòåðåñóâàìå ñå îò x2(x3 − x1) + x4(x5 − x3) + x6(x1 − x5). Àêî x1 = x3 = x5, ïîëó÷àâàìå

ñòîéíîñò 0. Èíà÷å x1 ≥ x3 ≥ x5 ≥ x1 íå å âúçìîæíî � íåêà áåç îãðàíè÷åíèå x1 < x3. ×ðåç

0 ≤ x2 ≤ 1 ïîëó÷àâàìå, ÷å äàäåíèÿò èçðàç å íå ïî-ãîëÿì îò

x3 − x1 + x4(x5 − x3) + x6(x1 − x5)

Ñåãà àêî x5 ≥ x3, òî x4(x5 − x3) ≤ x5 − x3 è ãîðíîòî å íå ïîâå÷å îò (x6 − 1)(x1 − x5), êîåòî
å íå ïîâå÷å îò 1, òúé êàòî âñåêè îò äâàòà ìíîæèòåëÿ å ìåæäó −1 è 1.
Ïðè x5 < x3 èìàìå x4(x5−x3) ≤ 0 è ñâåæäàìå äî x3−x1+x6(x1−x5) = x3+x1(x6−1)−x6x5.

×ðåç (−x6x5) ≤ 0 è x1(x6 − 1) ≤ 0 ïîñëåäíîòî å íå ïîâå÷å îò x3 ≤ 1.

Çàáåëåæêà. Çà ïðîèçâîëíî n îòãîâîðúò å ⌊n
2
⌋.

Çàäà÷à 6. a) Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 4 å èçïúëíåíî íåðàâåíñ-
òâîòî

(n(n− 1))! > 3n
2

á) Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëo m å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

1

3
+

1

32
+

1

33
+ · · ·+

1

3m
=

1

2

(

1−

(

1

3

)m)

â) Äà ñå ðåøè â åñòåñòâåíè ÷èñëà óðàâíåíèåòî

k! = (3n − 30)(3n − 31)(3n − 32) · · · (3n − 3n−1)

�åøåíèå. à) �àçñúæäàâàìå èíäóêòèâíî ïî n. Ñëó÷àèòå n = 4, n = 5 ñå ïðîâåðÿâàò

äèðåêòíî. Ñåãà àêî äîïóñíåì çà íÿêîå n ≥ 5, òî îò n2−n+m > 32 çà âñÿêîm = 0, 1, . . . , 2n−
1 è n2 + n > 33 ïîëó÷àâàìå

(n(n+1))! = (n(n−1))!(n2−n+1)(n2−n+2) · · · (n2+n) > 3n
2

(n2−n+1)(n2−n+2) · · · (n2+n)

> 3n
2

.32(n−1).33 = 3n
2+2n+1 = 3(n+1)2

ñ êîåòî èíäóêöèÿòà å çàâúðøåíà.

á) Èíäóêöèÿ ïî m. Ñëó÷àÿò m = 1 å î÷åâèäåí. Àêî äîïóñíåì çà m, òî èñêàíîòî ñëåäâà

îò î÷åâèäíîòî

1

2

(

1−

(

1

3

)m)

+
1

3m+1
=

1

2

(

1−

(

1

3

)m+1
)

â) Äà çàáåëåæèì ïúðâî, ÷å îò 3n −m < 3n çà m > 0 ñëåäâà k! < (3n)n = 3n
2
.

Îò äðóãà ñòðàíà, èìàìå

k! = 3(1+2+...+n−1)(3n − 1)(3n−1 − 1)(3n−2 − 1) · · · (3− 1) =

= 3
n(n−1)

2 (3n − 1)(3n−1 − 1)(3n−2 − 1) · · · (3− 1)

ò.å. ñòåïåíòà íà ÷èñëîòî 3 â ðàçëàãàíåòî íà k! íà ïðîñòè ìíîæèòåëè å

n(n−1)
2

. Òàçè ñòåïåí

îáà÷å å è íå ïîâå÷å îò

k
3
+ k

9
+ · · · + k

3m
êúäåòî m å íàé-ãîëÿìàòà ñòåïåí íà 3, êîÿòî å

https://mathsbg.com


ïî-ìàëêà îò k, è îò á) å ïî-ìàëêà îò k
2
. Â ÷àñòíîñò, íåïðåìåííî 3n

2
> k! > (n(n−1))! è ñåãà

îò à) ñëåäâà, ÷å n ≤ 3. Ñåãà äèðåêòíà ïðîâåðêà íà n = 1, 2, 3 äàâà åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå

k = 2, n = 1.

Çàäà÷à 7. Äàäåí å ðàâíîáåäðåí òðèúãúëíèê ABC (AC = BC) ñúñ ñðåäàM íà ñòðàíàòà

AB. Òî÷êàòà P å òàêàâà, ÷å CP ‖ AB è PA < PB. Òî÷êèòå X ∈ PA è Y ∈ PB ñà òàêèâà,

÷å A å ìåæäó P è X , B å ìåæäó P è Y è <) PXM =<) PYM . Äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå

C, P , X è Y ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.

�åøåíèå. Íåêà òî÷êàòà Q îò ëú÷à CM å òàêàâà, ÷å <) AXQ = 90◦. Î÷åâèäíî AMQX

å âïèñàí, îòêúäåòî <) BYM =<) AXM =<) AQM =<) BQM (ïîñëåäíîòî å ïîíåæå Q å îò

ñèìåòðàëàòà íà AB) è çíà÷è BMQY å âïèñàí. Òàêà <) BY Q = 90◦ è òî÷êèòå C, P , X è Y

ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò (òàçè ñ äèàìåòúð PQ), êàêòî ñå èñêàøå.

Çàäà÷à 8. Íà ëèñò õàðòèÿ ñà îòáåëÿçàíè 100 òî÷êè. Çà âñåêè äâå îò òÿõ èëè å ïîñòðî-
åíà, èëè íå å ïîñòðîåíà, îòñå÷êàòà, êîÿòî ãè ñâúðçâà, êàòî âñÿêà îò òî÷êèòå ïðèíàäëåæè

íà òî÷íî òðè ïîñòðîåíè îòñå÷êè. Âÿðíî ëè å, ÷å ïðè âñåêè âúçìîæåí èçáîð íà òî÷êèòå è

îòñå÷êèòå ìîæåì äà îöâåòèì îòñå÷êèòå (áåç òåõíèòå êðàèùà) â òðè öâÿòà òàêà, ÷å âñåêè

äâå îòñå÷êè ñ îáù êðàé äà ñà â ðàçëè÷åí öâÿò?

Îòãîâîð. Íå.

�åøåíèå.Ùå ïîêàæåì, ÷å êîíòðàïðèìåð å 10 íåçàâèñèìè êîïèÿ íà ãðà�úò íà Ïåòåðñåí,
ðàçãëåæäàéêè âñÿêî êîïèå ïîîòäåëíî. ßñíî å, ÷å âúíøíèÿò 5-öèêúë A1A2A3A4A5 íå ìîæå

äà ñå îöâåòè â äâà öâÿòà è ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å âñè÷êè îöâåòÿâàíèÿ íà öèêúëà â òðè

öâÿòà ñà åêâèâàëåíòíè (ò.å. îò âñÿêî ñå ïîëó÷àâà âñÿêî äðóãî, ÷ðåç ðàçìÿíà íà öâåòîâåòå

è ïðåíîìåðèðàíå íà âúðõîâåòå). Òîãàâà íåêà áåç îãðàíè÷åíèå A1A2 è A3A4 ñà ÷åðâåíè,

A2A3 è A4A5 ñà ñèíè, à A5A1 å çåëåíà. Àêî âúòðåøíàòà ÷àñò å B1B2B3B4B5 (êàòî AiBi çà

i = 1, . . . , 5 ñà ðåáðà íà ãðà�à), òî A1B1 å ñèíÿ, A2B2, A3B3 è A4B4 ñà çåëåíè è A5B5 å

÷åðâåíà. Íî òîãàâà B3B5 è B2B5 ñà íåïðåìåííî ñèíè, ïðîòèâîðå÷èå.

https://mathsbg.com

