
Äåñåòè áúëãàðñêè �åñòèâàë íà ìëàäèòå ìàòåìàòèöè

Ïúðâè êðúã, Òåìà çà 10 � 12 êëàñ

�ÅØÅÍÈß

Çàäà÷à 1. Äå�èíèðàìå ðåäèöàòà an = (2n)2+1 çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n.Ùå íàðè÷àìå

åäíî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ëîøî, àêî íå ñúùåñòâóâàò åñòåñòâåíè ÷èñëà a > 1 è b > 1, òàêèâà
÷å an = a2+ b2. Äà ñå äîêàæå, ÷å åñòåñòâåíîòî ÷èñëî n å ëîøî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

an å ïðîñòî ÷èñëî.

�åøåíèå. Ïúðâî íåêà an å ïðîñòî ÷èñëî è äà äîïóñíåì, ÷å p = (2n)2 +1 = a2 + b2. Òîãàâà

(p− 1)a2 = (p− b2)(2n)2, ñëåäîâàòåëíî p|a2 − (2bn)2, ò.å p||a− 2bn| èëè p|a+ 2bn. Îò äðóãà
ñòðàíà

p2 = ((2n)2 + 1)(a2 + b2) = (a− 2bn)2 + (b+ 2an)2,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å àêî p|a − 2bn, òî a = 2bn. Çíà÷è p = b2((2n)2 + 1) = b2p, òîåñò b =
1, ïðîòèâîðå÷èå. Àêî ïúê p|a + 2bn, òî ïîëó÷àâàìå, ÷å p|2an − b è îòòóê äîâúðøâàìå

àíàëîãè÷íî íà ïðåäèøíèÿ ñëó÷àé.

Ñåãà íåêà an å ñúñòàâíî è íåêà p å íåãîâ ïðîñò äåëèòåë. ßñíî å, ÷å âñåêè ïðîñò äåëèòåë íà

an äàâà îñòàòúê 1 ïî ìîäóë 4 è ñëåäîâàòåëíî ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ñóìà íà äâà êâàäðàòà. Îò
òúæäåñòâîòî íà Ëàãðàíæ ñëåäâà, ÷å âñåêè äåëèòåë íà an ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ñóìà íà äâà

êâàäðàòà.

Íåêà (a2 + b2)(c2 + d2) = (2n)2 +1, êúäåòî âñåêè îò äâàòà ìíîæèòåëÿ îòëÿâî å ïî-ãîëÿì îò

1. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å âñÿêî îò a, b, c è d å åñòåñòâåíî,

çàùîòî àêî íÿêîå å ðàâíî íà 0, òî ùå ïîëó÷èì âòîðî ïðåäñòàâÿíå íà an. Òîãàâà (ac +
bd)2 + (ad − bc)2 = (2n)2 + 1 è àêî äîïóñíåì, ÷å an èìà åäíîçíà÷íî ïðåäñòàâÿíå, òî ÁÎÎ

ad − bc = 1 è àíàëîãè÷íî ac − bd = ±1. Àêî ad − bc = ac − bd, òî (a + b)(c − d) = 0, òîåñò
c = d, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ ÷åòíîñòòà íà an. Àêî ïúê ac − bd + ad − bc = 0, òî a = b è

îòíîâî ïîëó÷àâàìå òàêà æåëàíîòî ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 2. Â åäíî ó÷èëèùå ó÷àò ìîì÷åòà è ìîìè÷åòà. �ðóïà îò ìîì÷åòà ñå íàðè÷à îáùè-

òåëíà, àêî âñÿêî ìîìè÷å ïîçíàâà ïîíå åäíî ìîì÷å îò òàçè ãðóïà. �ðóïà îò ìîìè÷åòà ñå

íàðè÷à îáùèòåëíà, àêî âñÿêî ìîì÷å ïîçíàâà ïîíå åäíî ìîìè÷å îò òàçè ãðóïà. Àêî áðîÿò

íà îáùèòåëíèòå ãðóïè îò ìîì÷åòà å íå÷åòåí, äîêàæåòå, ÷å áðîÿò íà îáùèòåëíèòå ãðóïè îò

ìîìè÷åòà å ñúùî íå÷åòåí.

�åøåíèå. Çà âñÿêî ïîäìíîæåñòâî X íà ìîì÷åòàòà äà îçíà÷èì ñ Y (X) ìíîæåñòâîòî îò

âñè÷êè ìîìè÷åòà, êîèòî íå ïîçíàâàò íèòî åäíî ìîì÷å îò X . Êàçâàìå, ÷å X è Y ñà ðàçäåëå-

íè. Àíàëîãè÷íî, çà âñÿêî ïîäìíîæåñòâî Y íà ìîìè÷åòàòà äà îçíà÷èì ñ X(Y ) ìíîæåñòâîòî
îò ìîì÷åòàòà, êîèòî íå ïîçíàâàò íèòî åäíî ìîìè÷å îò Y . ßñíî å, ÷å X è Y ñà ðàçäåëåíè

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî Y è X ñà ðàçäåëåíè.

Àêî B å ìíîæåñòâîòî îò ìîì÷åòàòà, òî â ñóìàòà

∑

X⊂B

2Y (X)
áðîÿò íà åäèíèöèòå å ðàâåí

íà áðîÿ íà îáùèòåëíèòå ãðóïè îò ìîì÷åòà, à âñè÷êè äðóãè ñúáèðàåìè ñà ÷åòíè ÷èñëà.

Ïîðàäè ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ ñúùîòî ÷èñëî áðîÿò íà åäèíèöèòå â ñúùàòà ñóìà å ðàâåí è

íà áðîÿ íà îáùèòåëíèòå ãðóïè îò ìîìè÷åòà, îòêúäåòî ñëåäâà è òâúðäåíèåòî íà çàäà÷àòà.

Çàäà÷à 3. Ñèìåòðàëàòà íà ñòðàíàòà AB íà îñòðîúãúëíèÿ △ABC ïðåñè÷à ñòðàíàòà BC

è ïðîäúëæåíèåòî íà ñòðàíàòà AC ñúîòâåòíî â òî÷êè P è Q, à òî÷êèòå M è N ñà ñðåäè
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ñúîòâåòíî íà ñòðàíàòà AB è îòñå÷êàòà PQ. Àêî ïðàâèòå AB è CN ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà D,

äà ñå äîêàæå, ÷å △ABC è △BCM èìàò îáù îðòîöåíòúð.

�åøåíèå. Íåêà òî÷êà H å îðòîöåíòúðà à △ABC. Îïèñâàìå îêðúæíîñò îêîëî △ABC è

íåêà ïðàâàòà HM ïðåñè÷à îïèñàíàòà îêðúæíîñò â òî÷êà K.

Îò ó÷åáíèêà çíàåì, ÷å CC0 å äèàìåòúð íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò, à îò äðóãà ñòðàíà

△ABH è△CPQ ñà ñ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíè ñòðàíè è ñëåäîâàòåëíî äâåòå èì ñúîòâåòíè

ìåäèàíè HM è CN ñà ñúùî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíè, ò.å. îòñå÷êàòà MK å âèñî÷èíà â

△DMC. Îòñå÷êàòà CH å âòîðàòà âèñî÷èíà â ñúùèÿ òðèúãúëíèê è ñëåäîâàòåëíî òî÷êàòà

H å îðòîöåíòúð è íà △DCM .

Çàäà÷à 4. Äèàãîíàëèòå AC è BD íà èçïúêíàë ÷åòèðèúãúëíèê ABCD ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà

M . Úãëîïîëîâÿùàòà íà <) ACD ïðåñè÷à ëú÷à BA â òî÷êà K. Àêî

MA.MC +MA.CD = MB.MD

äîêàæåòå, ÷å <) BKC =<) CDB.

�åøåíèå. Íåêà N å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà ïðàâèòå CK è BD. Çà △MCD èìàìå:

CD =
MC.DN

MN
.

Òîãàâà

MB.MD = MA.MC +MA.
MC.DN

MN
= MA.MC.

MD

MN

èëè MA.MC = MB.MN . Òúé êàòî M å îò âúòðåøíîñòòà íà ABCN ïîëó÷àâàìå, ÷å òî÷-

êèòå A, B, C è N ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò. Ñëåäîâàòåëíî

<) KBD =<) ABN =<) ACN =<) NCD =<) KCD,

ò.å. K, B, C è D ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò. Îòòóê <) BKC =<) CDB, êîåòî òðÿáâàøå äà

ñå äîêàæå.

Çàäà÷à 5. Äîêàæåòå, ÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî a, çà êîåòî 999 äåëè 25n + a.5n çà

âñÿêî íå÷åòíî åñòåñòâåíî n è íàìåðåòå íàé-ìàëêîòî òàêîâà a.

Îòãîâîð: 593. Òúé êàòî 999 = 27.37, ÍÎÄ(27; 37) = 1, 32 ≡ 5 (mod 27) è 32 ≡ 5 (mod 37),
óñëîâèåòî å èçïúëíåíî òî÷íî êîãàòî 27 äåëè (a + 1)5n è 37 äåëè (a1)5n. Ñðåä ÷èñëàòà, çà

êîèòî a ≡ 1 (mod 37), íàé-ìàëêîòî, çà êîåòî a ≡ −1 (mod 27) å 593.

Çàäà÷à 6. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè íå÷åòíè åñòåñòâåíè ÷èñëà n, çà êîèòî áðîÿò íà åñòåñòâå-

íèòå ÷èñëà, ïî-ìàëêè èëè ðàâíè íà n è âçàèìíîïðîñòè ñ n, äåëè n2 + 3.

Îòãîâîð: n = 1, 3, 5, 9, 21. Ïúðâî ùå äîêàæåì ñëåäíàòà:

Ëåìà. Àêî p å ïðîñòî ÷èñëî îò âèäà 3k+2 è äåëè a2+ab+b2 çà öåëè a è b, òî íåïðåìåííî

p äåëè a è b.

Äîêàçàòåëñòâî. Àêî p äåëè a, òî î÷åâèäíî p äåëè b è îáðàòíî. Äà äîïóñíåì, ÷å p íå

äåëè íèòî a, íèòî b. ßâíî a3 ≡ b3 (mod p) è ñëåä ïîâäèãàíå íà äâåòå ñòðàíè íà ñòåïåí

p+1
3

ïîëó÷àâàìå ap+1 ≡ bp+1 (mod p). Îò òåîðåìàòà íà Ôåðìà ñåãà ñëåäâà a2 ≡ b2 (mod p),
ñúîòâåòíî a ≡ ±b (mod p) è çíà÷è a2 èëè 3a2 ñå äåëè íà p, êîåòî å íåâúçìîæíî. Ñ òîâà

ëåìàòà å äîêàçàíà.

Âðúùàìå ñå â ãëàâíàòà çàäà÷à. Ñëó÷àÿò n = 1 å ÿñåí. Àêî n å ïðîñòî, òî ϕ(n) = n− 1
äåëè n2 +3 = (n− 1)(n+ 1)+ 4, ò.å. n− 1 äåëè 4 è ïîëó÷àâàìå ðåøåíèÿòà n = 3, 5. Íåêà n
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å ñúñòàâíî. Ïîíåæå ϕ(n) å ÷åòíî çà n ≥ 3, íåïðåìåííî n å íå÷åòíî. Àêî n èìà k ðàçëè÷íè

ïðîñòè äåëèòåëÿ, òî ϕ(n) ñå äåëè íà 2k, îòêúäåòî 2k äåëè n2 + 3 è k ≤ 2 (ïîíåæå 8 íå

äåëè n2 + 3). Íàòàòúê, àêî çà íÿêîå i èìàìå αi ≥ 2 (αi å êàíîíè÷íàòà ñòåïåí íà pi), òî

ñúîòâåòíîòî pi äåëè ϕ(n), ò.å. pi äåëè n2 + 3, îòêúäåòî pi = 3. Ïîíåæå 9 íå äåëè n2 + 3, â
òîçè ñëó÷àé èìàìå αi = 2. Ñëåäîâàòåëíî èìàìå ñëåäíèòå ñëó÷àè � n = 9 (òîâà å ðåøåíèå),
n = 9p çà íÿêîå ïðîñòî p 6= 3 è n = pq çà ïðîñòè p 6= q.

Àêî n = 9p, òî ϕ(n) = 6(p− 1), n2 +3 = 81(p− 1)(p+1)+84, îòêúäåòî 3(p− 1) äåëè 84,
p− 1 äåëè 28 è p = 5 èëè p = 29. È â äâàòà ñëó÷àÿ 8 òðÿáâà äà äåëè ϕ(n), ïðîòèâîðå÷èå.
Íåêà n = pq çà ïðîñòè p 6= q. Àêî q = 3, òî ϕ(n) = 2(p−1) äåëè n2+3 = 9(p−1)(p+1)+12,
ò.å. 2(p − 1) äåëè 12 è (÷ðåç p = 7) ïîëó÷àâàìå ðåøåíèåòî n = 21. Íåêà p, q > 3 � òîãàâà
3 íå äåëè n2 + 3, îòêúäåòî 3 íå äåëè ϕ(n) = (p − 1)(q − 1). Îòòóê ñëåäâà, ÷å p è q äàâàò

îñòàòúê 2 ïî ìîäóë 3, îòêúäåòî p = 2a + 1, q = 2b+ 1 çà íÿêîè a ≡ b ≡ 2 (mod 3). Òîãàâà
ϕ(n) = 4ab äåëè n2 +3 = 4ab(4ab+1)+ 4(a2 + b2 + a+ b+1), ò.å. ab äåëè a2 + b2 + a+ b+1.
Îñòàâà äà ñúîáðàçèì, ÷å àêî r å ïðîñò äåëèòåë íà b îò âèäà 3k+2 (òàêúâ èìà, èíà÷å b ≡ 1
(mod 3)), òî r äåëè a2 + a+ 1. Ëåìàòà äàâà, ÷å r äåëè 1, ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 7. Çà ïîëîæèòåëíèòå ðåàëíè ÷èñëà a, b è c å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî abc = 8.
Äîêàæåòå íåðàâåíñòâîòî

a2
√

(1 + a3)(1 + b3)
+

b2
√

(1 + b3)(1 + c3)
+

c2
√

(1 + c3)(1 + a3)
≥ 4

3
.

�åøåíèå. Êàòî èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî

1√
1 + x3

≥ 2

2 + x2
ïîëó÷àâàìå, ÷å ëÿâàòà ñòðà-

íà å ≥ îò:

4a2

(2 + a2)(2 + b2)
+

4b2

(2 + b2)(2 + c2)
+

4c2

(2 + c2)(2 + a2)
.

Ñëåä ïðèâåæäàíå ïîä îáù çíàìåíàòåë, ïîëó÷àâàìå, ÷å ãîðíèÿò èçðàç å ≥ îò:

2S(a, b, c)

36 + S(a, b, c)
=

2

1 + 36
S(a,b,c)

çà S(a, b, c) = 2(a2+ b2+ c2)+ (ab)2+(bc)2+(ac)2. Ñëåä ïðèëàãàíå íà íåðàâåíñòâîòî ìåæäó
ñðåäíîàðèòìåòè÷íî è ñðåäíîãåîìåòðè÷íî çà a2 + b2 + c2 è (ab)2 + (bc)2 + (ac)2 ïîëó÷àâàìå
èñêàíîòî.

Çàäà÷à 8. Êðàåí èëè áåçêðàåí å áðîÿò íà ñòåïåíèòå íà äâîéêàòà ñúñ ñóìà îò öè�ðèòå

ïî-ìàëêà îò 20192019?

�åøåíèå.Ùå äîêàæåì, ÷å ÷èñëàòà îò æåëàíèÿ âèä ñà êðàåí áðîé. ÍåêàM å ìíîæåñòâîòî

îò òåçè ÷èñëà. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å M å áåçêðàéíî. Òîãàâà ñúùåñòâóâà öè�ðà a0,

íà êîÿòî çàâúðøâàò áåçáðîéíî ìíîãî ÷èñëà îòM, öè�ðà a1, çà êîÿòî áåçáðîéíî ìíîãî ÷ëå-

íîâå îò M çàâúðøâàò íà a1a0 è ò.í ìîæåì äà ïîñòðîèì áåçêðàéíà ðåäèöà a0, a1, . . . , ak, . . . ,

çà êîÿòî áåçêðàéíî ìíîãî îò ÷èñëàòà âM çàâúðøâàò íà akak−1 . . . a1a0 çà âñÿêî k = 0, 1, . . . .
Ò.ê ñóìàòà íà âñÿêî ÷èñëî îò M å îãðàíè÷åíà, òî ñúùåñòâóâà N, òàêîâà ÷å ak = 0 çà âñÿêî
k > N. Íåêà ñåãà 2m ∈ M å åäíî îò ÷èñëàòà, çàâúðøâàùè íà aN+t . . . a0 çà íÿêîå åñòåñò-

âåíî ÷èñëî t. Òîãàâà 2m = 10N+t.A + aN . . . a0 çà íÿêîå åñòåñòâåíî ÷èñëî A. Ñëåäîâàòåëíî

2N+t|aN . . . a0 çà ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî t, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å aN . . . a0 = 0, íî òîâà å
íåâúçìîæíî, çàùîòî (5, 2m) = 1.
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Äåñåòè áúëãàðñêè �åñòèâàë íà ìëàäèòå ìàòåìàòèöè

Âòîðè êðúã, Òåìà çà 10 � 12 êëàñ

�ÅØÅÍÈß

Çàäà÷à 1. Â òóðíèð ïî �óòáîë ó÷àñòâàëè 5 îòáîðà, êàòî âñåêè äâà îòáîðà èçèãðàëè ïî

åäíà ñðåùà ïîìåæäó ñè. Çà ïîáåäà ñå äàâàò 5 òî÷êè, à çà çàãóáà � 0 òî÷êè. Ïðè ðàâåí

ðåçóëòàò áåç ãîëîâå äâàòà îòáîðà ïîëó÷àâàò ïî 1 òî÷êà, à ïðè ðàâåíñòâî ñ ãîëîâå äâà-

òà îòáîðà ïîëó÷àâàò ïî 2 òî÷êè. Â êðàéíîòî êëàñèðàíå òî÷êèòå íà ïåòòå îòáîðà ñà ïåò

ïîñëåäîâàòåëíè öåëè ÷èñëà. Îïðåäåëåòå êîëêî íàé-ìàëêî ãîëà ñà îòáåëÿçàíè â òóðíèðà.

Îòãîâîð: 6.

Çàäà÷à 2. Â △ABC ñ <) ACB = 135◦ ñà èçáðàíè òî÷êè M è N íà ñòðàíàòà AB, òàêà ÷å

<) MCN = 90◦. Îòñå÷êèòå è NQ ñà úãëîïîëîâÿùè ñúîòâåòíî â △AMC è △NBC. Äà ñå

äîêàæå, ÷å ñèìåòðè÷íàòà òî÷êà íà âúðõà C ñïðÿìî ïðàâàòà Q ëåæè íà ïðàâàòà AB.

�åøåíèå. Ïðåç âúðõà C ïîñòðîÿâàìå ïðàâà, êîÿòî ïðåñè÷à ïðàâàòà AB â òî÷êà D è

<) ACM =<) DCA.

Îòñå÷êèòå CA è MP ñà úãëîïîëîâÿùè â △DAM è ñëåäîâàòåëíî DP ñúùî å úãëîïî-

ëîâÿùà. Îòñå÷êèòå NQ è CQ ñà âúíøíè úãëîïîëîâÿùè â △DNC (ïðåñìåòíåòå) è ñëåäî-

âàòåëíî DQ å úãëîïîëîâÿùà. Ùîì DQ å úãëîïîëîâÿùà ñèìåòðè÷íàòà òî÷êà K íà âúðõà

C ëåæè íà äðóãîòî ðàìî AB íà <) CDB.

Çàäà÷à 3. Íà 365 êàðòè÷êè ñà íàïèñàíè 365 ðàçëè÷íè ÷èñëà. Çà åäíè âúïðîñ ìîæåì äà

èçáåðåì òðè êàðòè÷êè è äà ðàçáåðåì íà êîÿ êàðòè÷êà å çàïèñàíî íàé-ãîëÿ÷îòî ÷èñëî è

íà êîÿ � íàé-ìàëêîòî. Âúçìîæíî ëè å ñ 2000 âúïðîñà êàðòè÷êèòå äà ñå íàðåäÿò ñïîðåä

ãîëåìèíàòà íà çàïèñàíèòå âúðõó òÿõ ÷èñëà?

Îòãîâîð: Äà. Äà äîïóñíåì, ÷å ñìå íàðåäèëè n êàðòè÷êè ïî ãîëåìèíà. Çà äà íàìåðèì

ìÿñòîòî íà n + 1-òà êàðòè÷êà x èçáèðàìå òàêèâà äâå êàðòè÷êè a è b îò âå÷å íàðåäåíèòå,

êîèòî ðàçäåëÿò îñòàíàëèòå êàðòè÷êè íà òðè ïðèáëèçèòåëíî ðàâíè ãðóïè. Âúïðîñ çà a, b è

x îïðåäåëÿ ïîëîæåíèåòî íà x â åäíàòà îò òðèòå ãðóïè. Çà íîâàòà ãðóïà ìîæåì äà ïîñòúïèì

ïî ñúùèÿ íà÷èí. Ïðè òàçè ñòðàòåãèÿ çà âñÿêî n ≤ 200 áðîÿò âúïðîñè å íàé-ìíîãî 5, à ïðè
n ≤ 300 áðîÿò âúïðîñè å íàé-ìíîãî 6. Îáùî 5.200 + 6.165 = 1990 < 2000 âúïðîñà.

Çàäà÷à 4. Çà ÷åòèðèúãúëíèê ABCD ñà äàäåíè <) CBD = 2 <) ADB, <) ABD = 2 <) CDB

è AB = CB. Äîêàæåòå, ÷å AD = CD.

�åøåíèå. Íåêà x =<) ADB è y =<) CDB, êàòî òîãàâà <) CBD = 2x è <) ABD = 2y. Îò
ñèíóñîâàòà òåîðåìà çà △ABD è △CBD ñëåäâà

sin(2y + x)

sin x
=

BD

BA
=

BD

BC
=

sin(2x+ y)

sin y
.

Ñòàíäàðòíè ðàçñúæäåíèÿ äàâàò x = y, îòêúäåòî <) ABD =<) CBD. Ñëåäîâàòåëíî ABCD

å ñèìåòðè÷åí ñïðÿìî BD, îòêúäåòî AD = CD.

Çàäà÷à 5. Íåêà A å áðîÿò íà 2019-öè�ðåíèòå ÷èñëà, ñúäúðæàùè òî÷íî äâå ðàçëè÷íè

öè�ðè. Ïðåñìåòíåòå ñòåïåíòà íà ìíîæèòåëÿ 3 â ðàçëàãàíåòî íà ïðîñòè ìíîæèòåëè íà A.

Îòãîâîð: 5. Àêî ñðåä öè�ðèòå èìà 0, èìà 9 èçáîðà çà äðóãàòà öè�ðà a, ó÷àñòâàùà â

÷èñëîòî. Çà ïúðâàòà ïîçèöèÿ íà ÷èñëîòî èìà åäèí èçáîð, à çà âñÿêà ñëåäâàùà � ïî äâà
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(îáùî 22018 èçáîðà), êàòî òðÿáâà äà ñå èçêëþ÷è ÷èñëîòî, â êîåòî ó÷àñòâà ñàìî a. Îáùî

9.(22018 − 1) ÷èñëà. Àêî 0 ëèïñâà, èìà 9.8 : 2! = 36 èçáîðà çà íåíàðåäåíàòà äâîéêà öè�ðè,
ó÷àñòâàùè â ÷èñëîòî. Çà âñÿêà ïîçèöèÿ èìà ïî 2 èçáîðà (îáùî 22019 èçáîðà), îò êîèòî

òðÿáâà äà ñå èçêëþ÷àò ÷èñëàòà, â êîèòî ó÷àñòâà ñàìî åäíà îò òåçè öè�ðè (2 èçáîðà). Îáùî

36.2.(22018 − 1) ÷èñëà. È òàêà, A = (9 + 36.2)(22018 − 1) = 81(22018 − 1) ÷èñëà. Îñòàòúêúò
ïðè äåëåíèå íà 9 íà 26 å 1, òàêà ÷å íà 22018 = (26)336.22 å 4, ñëåäîâàòåëíî 22018 − 1 ñå äåëè
íà 3, íî íå è íà 9. Òúé êàòî 81 = 34, îòãîâîðúò íà çàäà÷àòà å 4 + 1 = 5.

Çàäà÷à 6. Äàäåíè ñà n äåöà. Îò âñåêè äâå ïîíå åäíîòî å èçïðàòèëî ÑÌÑ íà äðóãîòî. Çà

âñÿêî äåòå A, ñðåä äåöàòà, íà êîèòî A å èçïðàòèëî ÑÌÑ, òî÷íî 10% ñà èçïðàòèëè ÑÌÑ

íà A. Êîëêî ñà âúçìîæíèòå òðèöè�ðåíè n?

Îòãîâîð: 94. Àêî èìà k äâîéêè äåöà ñ äâóïîñî÷íà êîìóíèêàöèÿ, òî îáùèÿò áðîé ÑÌÑ

å 10k + 10k = 20k. Òîãàâà áðîÿò äâîéêè äåöà å

n(n− 1)

2
= 19k Òîâà å âúçìîæíî ñàìî

àêî n äàâà îñòàòúê 0 èëè 1 ïðè äåëåíèå íà 19. Çà äà ïîëó÷èì n = 19m + 1, ïîäðåæäàìå
äåöàòà ïî îêðúæíîñò è íåêà âñÿêî ïðàòè ÑÌÑ íà 10m-òå äåöà âëÿâî îò íåãî (è çíà÷è

îò òÿõ ùå ìó ïðàòÿò ÑÌÑ m-òå íàé-äàëå÷íè). Çà n = 19m íåêà äåòåòî X íå èçïðàùà

ÑÌÑè. Îñòàíàëèòå äåöà ïîäðåæäàìå ïî îêðúæíîñò è âñÿêî ïðàùà ÑÌÑ íà 10m − 1-òå
âëÿâî îò íåãî è íà X (è çíà÷è ïîëó÷àâà ÑÌÑ îò m-òå íàé-äàëå÷íè ïî îêðúæíîñòòà). Èìà

94 òðèöè�ðåíè ÷èñëà, äàâàùè îñòàòúê 0 èëè 1 ïðè äåëåíèå íà 19.

Çàäà÷à 7. Äàäåí å äâóäåëåí ãðà� G, íàé-ãîëÿìàòà ñòåïåí íà âðúõ â êîéòî å 2019. �àçã-
ëåæäàìå íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî m, çà êîåòî ìîæåì äà îöâåòèì ðåáðàòà íà G â m

öâÿòà, êàòî âñåêè äâå ðåáðà ñ îáù âðúõ ñà â ðàçëè÷åí öâÿò. Äà ñå äîêàæå, ÷å m íå çàâèñè

îò G è äà ñå íàìåðè ñòîéíîñòòà íà m.

(�ðà� G å äâóäåëåí, àêî ìíîæåñòâîòî îò âúðõîâåòå ìó V (G) ìîæå äà ñå ðàçáèå íà

ìíîæåñòâà V1 è V2 òàêà, ÷å äà íÿìà ðåáðà ìåæäó âúðõîâå îò V1 è äà íÿìà ðåáðà ìåæäó

âúðõîâå îò V2.)

Îòãîâîð: 2019. Äà ïîëîæèì D = 2019. Ïúðâî, ðåáðàòà íà âðúõ îò ñòåïåí D ñà D íà áðîé

è ñà íåïðåìåííî â ðàçëè÷íè öâåòîâå, îòêúäåòî m ≥ D. Çà äà äîêàæåì, ÷å D öâÿòà ñà

äîñòàòú÷íè, ðàçãëåæäàìå äâà ñëó÷àÿ:

• G å D-ðåãóëÿðåí, ò.å. âñåêè âðúõ å îò ñòåïåí D. Àêî V (G) = V1 ∪ V2, êúäåòî íÿìà

ðåáðà ìåæäó âúðõîâå îò V1 è âúðõîâå îò V2, òî îáùèÿò áðîé ðåáðà â G å D|V1| = D|V2|
� â ÷àñòíîñò |V1| = |V2|. Ñúùî, çà âñÿêî S ⊂ V1 èìàìå D|S| =

∑
v∈S deg(v) ≤ D|Γ(S)|,

êúäåòî Γ(S) e ìíîæåñòâîòî îò ñúñåäèòå íà S � îòòóê |Γ(S)| ≥ |S| è çíà÷è îò òåîðåìàòà
íà Õîë G ïðèòåæàâà ìíîæåñòâî M îò |V1| ðåáðà áåç îáùè âúðõîâå. Ñåãà å ÿñíî, ÷å

îò âñåêè âðúõ èçëèçà òî÷íî åäíî ðåáðî îò M . Äà îöâåòèì ðåáðàòà íà M â öâÿò 1
è ñëåä òîâà äà ãè ïðåìàõíåì � ïîëó÷àâàìå (D − 1)-ðåãóëÿðåí ãðà� è ïîâòàðÿéêè

èíäóêòèâíî ñúùàòà ïðîöåäóðà, ïîëó÷àâàìå èñêàíîòî îöâåòÿâàíå â D öâÿòà.

• Èíà÷å çà ìèíèìàëíàòà ñòåïåí δ íà âðúõ èìàìå δ < D. Ùå ïîñòðîèì äâóäåëåí ãðà�

G′
, êîéòî ñúäúðæà G è å ñ ìàêñèìàëíà ñòåïåí D è ìèíèìàëíà ñòåïåí δ + 1 (è ïðè-

ëàãàéêè òàçè êîíñòðóêöèÿ D − δ ïúòè ùå äîñòèãíåì äî ðåãóëÿðåí ãðà� è òîãàâà ñå

âðúùàìå â ïúðâèÿ ñëó÷àé).

Àêî âúðõîâåòå â ÷àñòèòå íà äâóäåëíèÿ G ñà {v1, v2, . . . , vn} è {u1, u2, . . . , um}, òî íåêà
G′

å ñ âúðõîâå L′ := L∪{u′

1
, u′

2
, . . . , u′

m} â ëÿâàòà ÷àñò, R
′ := R∪{v′

1
, v′

2
, . . . , v′n} â äÿñ-

íàòà ÷àñò. �åáðàòà ïúðâîíà÷àëíî íåêà ñà òåçè íà G, êàêòî è {u′

iv
′

j : uivj å ðåáðî íà G}
� òîãàâà deg(ui) = deg(u′

i), deg(vj) = deg(v′j). Ñåãà äîáàâÿìå îùå äâå ìíîæåñòâà îò
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ðåáðà: {uiu
′

i : deg(ui) < D} è {vjv
′

j : deg(vi) < D}. Ñ òîâà çàâúðøâàìå êîíñòðóêöèÿòà

è äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å G′
å ñ èñêàíèòå óñëîâèÿ.

Çàäà÷à 8. Äà ñå ðåøè â öåëè ÷èñëà óðàâíåíèåòî

4n4 + 7n2 + 3n+ 6 = m3.

Îòãîâîð: Íÿìà ðåøåíèå. Òðåòèòå ñòåïåíè äàâàò îñòàòúê −1, 0, 1 ïî ìîäóë 9, à 4n4 +
7n2 + 3n + 6 äàâà îñòàòúê −4,−3 èëè 2, ïðîòèâîðå÷èå.
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Äåñåòè áúëãàðñêè �åñòèâàë íà ìëàäèòå ìàòåìàòèöè

Òðåòè êðúã, Òåìà çà 10 � 12 êëàñ

�ÅØÅÍÈß

Çàäà÷à 1. Äàäåíè ñà ïðîñòè ÷èñëà p1, p2, p3 è p. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò öåëè ÷èñëà

x è y òàêèâà, ÷å y2 ≡ p1x
4 − p1p

2
2p

2
3 (mod p).

�åøåíèå. Ñëó÷àèòå p ∈ {p1, p2, p3} ñå ïðîâåðÿâàò ëåñíî, òàêà ÷å íåêà p 6= pi çà i = 1, 2, 3.

Çà óäîáñòâî, ùå ïèøåì P = p2p3 è îáè÷àéíîòî îçíà÷åíèå
(

·
p

)

çà ñèìâîëà íà Ëüîæàíäúð.

Â ñëó÷àé, ÷å P èëè −P å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë p, ìîæåì äà èçáåðåì y = 0 è

ïîäõîäÿùî x. Âå÷å ùå ñ÷èòàìå, ÷å è äâåòå ñà êâàäðàòè÷íè íåîñòàòúöè � â ÷àñòíîñò, îò

ìóëòèïëèêàòèâíîñòòà íà ñèìâîëà ñëåäâà

(

−1

p

)

= 1.

Àêî

(

p1
p

)

= 1 èçáèðàìå x = 0 è ñúîòâåòíîòî y, òàêà ÷å íåêà

(

p1
p

)

= −1. Ñëåäîâàòåëíî

îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å çà íÿêîå x òî÷íî åäíî îò x2 ±P å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë p.

Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å.

(

x2−P
p

)

=
(

x2+P
p

)

çà âñÿêî x. Çàìåñòâàíå íà x ñ Px è èç-

ïîëçâàéêè ìóëòèïëèêàòèâíîñòòà íà ñèìâîëà, ïîëó÷àâàìå

(

Px2−1

p

)

=
(

Px2+1

p

)

çà âñÿêî x.

Ïîíåæå P å êâàäðàòè÷åí íåîñòàòúê, ñëåäâà ÷å

(

z−1

p

)

=
(

z+1

p

)

çà z = 0 è çà âñåêè íåîñòà-
òúê z.

Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî îò êâàäðàòè÷íèòå íåîñòàòúöè è 0 ïî ìîäóë p. Ìîùíîñòòà ìó

å

p+1

2
> p

2
è ñëåäîâàòåëíî òî ñúäúðæà äâà ïîñëåäîâàòåëíè åëåìåíòà z0 − 1 è z0. Ñåãà îò

ãîðíîòî çà z èíäóêòèâíî ñëåäâà, ÷å âñåêè îñòàòúê å 0 èëè íåêâàäðàòè÷åí, ïðîòèâîðå÷èå.

Ñ òîâà çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Çàäà÷à 2. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC ñ öåíòúð íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò I è ïåòè íà

úãëîïîëîâÿùèòå ïðåç B è C− B1 è C1 ñúîòâåòíî. Íåêà S å ñðåäàòà íà äúãàòà BAC îò

îïèñàíàòà îêîëî △ABC îêðúæíîñò(Ω) è íåêà ωA å âúíøíîâïèñàíàòà îêðúæíîñò ñðåùó

âúðõà A íà òðèúãúëíèê ABC. Íåêà ωA(IA) äîïèðà AB è AC â òî÷êè D è E ñúîòâåòíî è

íåêà SI ∩ Ω = {S, P}. Íåêà M å ñðåäàòà íà DE è íåêà N å ñðåäàòà íà SI. Àêî ïðàâèòå

MN è AP ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà K, òî äà ñå äîêàæå, ÷å KIA ⊥ B1C1.

�åøåíèå. Çà äà ðåøèì çàäà÷àòà ùå ñà íè íåîáõîäèìè 2 ëåìè.
Ëåìà 1. Íåêà MB è MC ñà ñðåäèòå íà äúãèòå AB è AC îò Ω. Òîãàâà N å ñðåäàòà íà

îòñå÷êàòà MBMC .

Äîêàçàòåëñòâî. Ñëåä ïðåñìÿòàíå íà úãëè ëåñíî ñå âèæäà, ÷å �èãóðàòà MBIMCS å

óñïîðåäíèê, îòêúäåòî òâúðäåíèåòî ñëåäâà.

Ëåìà 2. Íåêà òî÷êà O å öåíòúðúò íà Ω. Òîãàâà IAO ⊥ B1C1.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà X è Y ñà ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà ðàäèêàëíàòà îñ íà Ω è ωA ñ AB è

AC. Òîãàâà XD2 = XB.XA, îòêúäåòî ëåñíî ñëåäâà, ÷å XA = p2

a+b
è àíàëîãè÷íî Y A = p2

a+c
.

Òàêà

XA
Y A

= a+c
a+b

= AC1

AB1

⇒ XY ||B1C1. Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà, ÷å OIA ⊥ B1C1, êîåòî èñêàõìå

äà äîêàæåì.

Îáðàòíî êúì çàäà÷àòà, íåêà T å âúíøíèÿò öåíòúð íà õîìîòåòèÿ(h), èçïðàùàùà Ω â

ωA. Íåêà F å äîïèðíàòà òî÷êà íà ωA ñ BC. Òîãàâà îò úãëè ïîëó÷àâàìå, ÷å △MBSMC

å õîìîòåòè÷åí íà △DFE. Ñëåäîâàòåëíî h(MBMC) = DE è â ÷àñòíîñò h(N) = M, êîåòî

îçíà÷àâà, ÷å T ∈ MN, êàêòî è T ∈ OIA. Íåêà ΩA å ïîëóâïèñàíàòà îêðúæíîñò ñðåùó âúðõà
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A çà △ABC. Òîãàâà îò òåîðåìà çà òðèòå õîìîòåòèè çà Ω, ωA è ΩA ñëåäâà, ÷å P (âúíøåí

öåíòúð íà õîìîòåòèÿ, èçïðàùàùà ΩA â Ω), (âúíøåí öåíòúð íà õîìîòåòèÿ, èçïðàùàùà

ΩA â ωA) è T (âúíøåí öåíòúð íà õîìîòåòèÿ, èçïðàùàùà ωA â Ω) ëåæàò íà åäíà ïðàâà.

Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà, ÷å T ≡ K, ñ êîåòî çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Çàäà÷à 3. Äàäåí å íåòúïîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC (BC > AC) ñ âèñî÷èíà CD (D ∈ AB),

öåíòúð íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò O è ñðåäà M íà ñòðàíàòà AB. Òî÷êàòà E ëåæè íà ëú÷à

BA è å òàêàâà, ÷å AE ·BE = DE ·ME. Àêî ïðàâàòà OE ðàçïîëîâÿâà ëèöåòî íà △ABC è

CO = CD cos <) ACB, äà ñå íàìåðÿò úãëèòå íà òðèúãúëíèêà ABC.

�åøåíèå. ßñíî å, ÷å E íå å ìåæäó A è B. Àêî ïîëîæèì AD = x, DB = y, AE = z,

òî AE.BE = DE.ME ⇔ z.(x + y + z) = (x + z).x+y+2z

2
⇔ x2 + xy + xz − yz = 0 ⇔

x
y

= z
x+y+z

, ò.å.

AD
DB

= AE
BE

. Ñåãà îò òåîðåìèòå íà Ìåíåëàé è ×åâà (èëè ñúîáðàæåíèÿ ñ

õàðìîíè÷íî îòíîøåíèå) ñëåäâà, ÷å E ëåæè íà ïðàâàòà ïðåç ïåòèòå A1 è B1 íà âèñî÷èíèòå

ïðåç âúðõîâåòå A è B, ñúîòâåòíî. Íåùî ïîâå÷å, èçðàçÿâàíå íà úãëè äàâà CO ⊥ A1B1, à

îò △ABC ∼ △B1A1C (ñ êîå�èöèåíò cos <) ACB) ñëåäâà, ÷å ðàçñòîÿíèåòî îò C îò A1B1 å

CD cos <) ACB, ò.å. CO. Ñëåäîâàòåëíî O ∈ A1B1 è A1B1 ðàçïîëîâÿâà ëèöåòî íà △ABC.

Ñåãà îò ãîðíîòî ïîäîáèå ïîëó÷àâàìå cos <) ACB =
√
2

2
è <) ACB = 45◦. Òîãàâà CH = AB,

êúäåòî H å îðòîöåíòúðúò, à ïúê AB = R
√
2 = CD. Ñëåäîâàòåëíî H ≡ D è <) BAC = 90◦.

Îòòóê <) ABC = 45◦.

Çàäà÷à 4. Íà Ìàòåìàòè÷åñêèòå áîåâå ó÷åíèöè ðåøàâàëè n çàäà÷è, êàòî âñåêè ó÷åíèê

ðåøèë òî÷íî 3 çàäà÷è. Çà âñåêè äâàìà èìà íàé-ìíîãî åäíà çàäà÷à, êîÿòî å ðåøåíà è îò

äâàìàòà. Äà ñå äîêàæå, ÷å s å åñòåñòâåíî ÷èñëî, çà êîåòî s2 − s+ 1 < 2n, òî èìà s çàäà÷è,

íèêîè òðè îò êîèòî íå ñà ðåøåíè îò åäèí ó÷åíèê.

�åøåíèå. Íåêà t å íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî ñúñ ñâîéñòâîòî: Èìà t çàäà÷è, íèêîè òðè îò êîèòî

íå ñà ðåøåíè îò åäèí ó÷åíèê. Äà äîïóñíåì, ÷å t ≤ s − 1 è äà îçíà÷èì ìíîæåñòâîòî îò

òåçè t çàäà÷è ñ A. Òúé êàòî t å íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî ñ òîâà ñâîéñòâî, çà âñÿêà çàäà÷à x 6∈ A

ñúùåñòâóâàò äâå çàäà÷è y, z ∈ A, òàêèâà, ÷å èìà ó÷åíèê ðåøèë çàäà÷è x, y è z (â ïðîòèâåí

ñëó÷àé ùå äîáàâèì çàäà÷à x êúì A è ùå óâåëè÷èì t).

Ïî òîçè íà÷èí íà âñÿêà çàäà÷à èçâúí A ñúîòâåòñòâà äâîéêà îò çàäà÷è îò A. Ïðè òîâà

íà ðàçëè÷íè çàäà÷è èçâúí A ñúîòâåòñòâàò ðàçëè÷íè äâîéêè îò A (â ïðîòèâåí ñëó÷àé ùå

èìà ó÷åíèê ðåøèë ïîâå÷å îò 3 çàäà÷è). Ñëåäîâàòåëíî çàäà÷èòå èçâúí A ñà ïî-ìàëêî îò

äâîéêèòå çàäà÷è â A. Îò äðóãà ñòðàíà îò t ≤ s− 1 ïîëó÷àâàìå, ÷å äâîéêèòå çàäà÷è â A ñà

íàé-ìíîãî

(

s− 1

2

)

, à èçâúí A èìà ïîíå n− (s− 1) çàäà÷è. Íåðàâåíñòâîòî îò óñëîâèåòî å

åêâèâàëåíòíî íà

(

s− 1

2

)

< n− (s− 1) è ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 5. Íåêà a > 0 è 12a + 5b + 2c > 0. Äà ñå äîêàæå, ÷å íå å âúçìîæíî óðàâíåíèåòî
ax2 + bx+ c = 0 äà èìà äâà ðåàëíè êîðåíà â èíòåðâàëà (2; 3).

�åøåíèå. Äà äîïóñíåì, ÷å òîâà ñå ñëó÷âà çà êîðåíèòå x1 è x2. �àçäåëÿéêè íà 2a è ïîëç-
âàéêè Âèåò, ïîëó÷àâàìå

62, 5(x1 + x2) + x1x2 > 0 ⇒ (x1 − 2, 5)(x2 − 2, 5) > 0, 25.

Íî ñïîðåä äîïóñêàíåòî |x12, 5| < 0, 5 è |x22, 5| < 0, 5, òàêà ÷å ïîëó÷àâàìå àáñóðäà 0, 5.0, 5 >

0, 25.

Çàäà÷à 6. Ñúùåñòâóâà ëè �óíêöèÿ f : N → N , çà êîÿòî

f(f(n− 1)) = f(n+ 1)− f(n)

2
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çà âñÿêî n ≥ 2?

Îòãîâîð: Íå. Äà äîïóñíåì, ÷å òàêàâà �óíêöèÿ ñúùåñòâóâà. Îò äàäåíîòî óðàâíåíèå ïî-

ëó÷àâàìå f(n+1)−f(n) > 0 çà n ≥ 2, ò.å. f å ñòðîãî ðàñòÿùà. Ñëåäîâàòåëíî f(n) > f(2) =
n− 2 ≥ n− 1 ïðè n ≥ 2.

Ñåãà ùå îãðàíè÷èì f îòãîðå. Îò äàäåíîòî óðàâíåíèå èìàìå f(f(n − 1)) < f(n + 1)
èëè f(f(n) < f(n + 1) Çà n ≥ 1. Òúé êàòî f å ðàñòÿùà ïîëó÷àâàìå, ÷å èëè f(n) = 1 èëè
f(n) < n+2 çà n ≥ 1, êàòî è â äâàòà ñëó÷àÿ f(n) < n+2. Ñëåäîâàòåëíî n−1 ≤ f(n) ≤ n+1
çà n ≥ 2.

Íåêà n > 4. Èìàìå f(n − 1) ≥ 2 çà n − 1 ≥ 2 è êàòî ïðèëîæèì äîëíàòà ãðàíèöà,

ïîëó÷àâàìå

f(f(n− 1)) ≥ f(n− 1)− 1 ≥ n− 3.

Îò äàäåíîòî óðàâíåíèå èìàìå

f(f(n− 1)) = f(n+ 1)− f(n) ≤ (n + 2)− (n− 1) = 3

è ñëåäîâàòåëíî n− 3 ≤ 3 çà n > 4, êîåòî å íåâúçìîæíî.

Çàäà÷à 7. Ôóíêöèÿòà f(x) èìà çà äîïóñòèìè ñòîéíîñòè âñè÷êè ðåàëíè ÷èñëà, ïðèåìà

ðåàëíè ñòîéíîñòè è å òàêàâà, ÷å f(x + 1) = 2f(x) çà âñÿêî ðåàëíî x è f(x) = x(x − 1)
çà âñÿêî x ∈ (0, 1]. Äà ñå íàìåðè íàé-ãîëÿìîòî ðåàëíî ÷èñëî m, çà êîåòî íåðàâåíñòâîòî

f(x) ≥ −8

9
å èçïúëíåíî çà âñè÷êè x ∈ (−∞, m].

�åøåíèå. Èíäóêòèâíî ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî öÿëî n: f(x) = 2n(x − n)(x − n − 1) =
2n((x− 2n+1

2
)2− 1

4
) çà x ∈ (n, n+1]. Â ÷àñòíîñò, íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò â èíòåðâàëà (n, n+1]

ñå äîñòèãà ïðè x = 2n+1

2
è å −2n−2

, êîåòî å ïîíå

8

9
òî÷íî ïðè n ≤ 1. Îñòàâà äà ñúîáðàçèì,

÷å x ≥ 2 è 4(x − 2)(x − 3) ≥ −8

9
ñà èçïúëíåíè åäíîâðåìåííî òî÷íî ïðè 2 ≤ x ≤ 7

3
. Òàêà

òúðñåíîòî m å

7

3
.

Çàäà÷à 8. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ïîëèíîìè f ñ öåëè êîå�èöèåíòè, òàêèâà ÷å f(p)|(p −
3)! + p+1

2
çà âñÿêî íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî p.

�åøåíèå. Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî f èçïúëíÿâà óñëîâèåòî, òî è −f ñúùî ãî èçïúëíÿâà è

íåêà ÁÎÎ ñòàðøèÿò êîå�èöèåíò íà f áúäå ïîëîæèòåëåí. Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ,

êîãàòî f å íåêîíñòàíòåí. Òîãàâà äà äîïóñíåì, ÷å f(0) 6= 0. Îò Ëåìà íà Øóð èìàìå, ÷å

ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà q, äåëÿùè ñòîéíîñòèòå íà ïîëèíîìà. Íåêà

äîïóñíåì, ÷å f(−1) 6= 0 è íåêà q å ïðîñòî ÷èñëî, êîåòî äåëè f(n) çà íÿêîå åñòåñòâåíî ÷èñëî
n, êàêòî è q > max |f(−1)|, |f(0). Òîãàâà ò.ê q íå äåëè f(0), òî q íå äåëè n. Ñëåäîâàòåëíî îò

Òåîðåìàòà íà Äèðèõëå àðèòìåòè÷íàòà ïðîãðåñèÿ ñ îáù ÷ëåí qk + n(k = 1, 2, . . .) ñúäúðæà
áåçáðîéíî ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà. Íåêà p å åäíî îò òÿõ, êàòî ÁÎÎ ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å

p− 3 > q. Ñëåäîâàòåëíî q|f(p)|(p− 3)! + p+1

2
, íî q|(p− 3)!, ñëåäîâàòåëíî q|p+ 1, îòêúäåòî

ñëåäâà, ÷å q|f(−1), êîåòî å íåâúçìîæíî, çàùîòî q > |f(−1)|. Ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå

ïîêàçâà, ÷å f(−1) = 0, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å x + 1|f(x). Êàòî ïîëîæèì p = 3, ïîëó÷àâàìå,
÷å 4|3, ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî f(0) = 0, ò.å ñúùåñòâóâà ïîëèíîì g ∈ Z[X ], òàêà ÷å
f(x) = xg(x). Ïðèëàãàéêè ñúùèòå ðàçñúæäåíèÿ çà g è ò.í ïîëó÷àâàìå, ÷å f(x) = axn

çà íÿêîå a. Îòíîâî ïîëàãàíåòî p = 3 âîäè äî a = 1 è n = 1. Îñòàíà äà äîêàæåì, ÷å

p|(p − 3)! + p+1

2
, íî îò Òåîðåìàòà íà Óèëñúí ñëåäâà, ÷å (p − 2).(p − 3)! ≡ 1 (mod p) ⇒

(p− 3)! ≡ −1

2
(mod p), îòêúäåòî òâúðäåíèåòî ñëåäâà. Àêî f å êîíñòàíòà, òî p = 3 è p = 5

âîäÿò äî f ≡ 1. Òàêà îêîí÷àòåëíî âñè÷êè ðåøåíèÿ ñà f(x) = ±x è f(x) = ±1.

3
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Äåñåòè áúëãàðñêè �åñòèâàë íà ìëàäèòå ìàòåìàòèöè

×åòâúðòè êðúã, Òåìà çà 10 � 12 êëàñ

�ÅØÅÍÈß

Çàäà÷à 1. Òî÷êèòå M è N ñà îò ñòðàíàòà BC íà òðèúãúëíèêà ABC, êàòî BM = CN

è M å ìåæäó B è N . Òî÷êèòå P ∈ AN è Q ∈ AM ñà òàêèâà, ÷å <) PMC =<) MAB è

<) QNB =<) NAC. Äà ñå äîêàæå, ÷å <) QBC =<) PCB.

�åøåíèå. Íåêà A′
è P ′

ñà ñèìåòðè÷íèòå òî÷êè íà A è P îòíîñíî ñèìåòðàëàòà íà BC.

Îçíà÷àâàìå X = NQ ∩A′B è Y = NP ′ ∩AB. Îò ñèìåòðèÿòà èìàìå P ′ ∈ A′M .

Òúé êàòî AA′MN å ðàâíîáåäðåí òðàïåö, òî òî÷êèòå A,A′,M,N ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.

Îò äðóãà ñòðàíà, <) XNM =<) NAC =<) XA′M è çíà÷è A′, X,M,N ñúùî ëåæàò íà åäíà

îêðúæíîñò. Àíàëîãè÷íî A, Y , N è M ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò. Ñëåäîâàòåëíî òî÷êèòå

A, A′
, M , N , X è Y ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò. Òîãàâà îò òåîðåìàòà íà Ïàñêàë ïîëó÷àâàìå

P ′ ∈ BQ è ñëåäîâàòåëíî <) QBC =<) P ′BC =<) PCB.

Çàäà÷à 2. Äàäåíî å åñòåñòâåíî ÷èñëî n. Ïúðâîíà÷àëíî êëåòêèòå íà òàáëèöà 2n × 2n ñà

áåëè. Äâàìà èãðà÷è A è B èãðàÿò ñëåäíàòà èãðà. Ïúðâî A îöâåòÿâà m îò êëåòêèòå â

÷åðâåíî. Ñëåä òîâà B èçáèðà n ðåäà è n êîëîíè è îöâåòÿâà ïîëåòàòà îò òÿõ â ÷åðíî.

Ïå÷åëè A òî÷íî êîãàòî îñòàíå ïîíå åäíî ÷åðâåíî ïîëå. Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà

ñòîéíîñò íà m, ïðè êîÿòî A ìîæå äà ñïå÷åëè áåç çíà÷åíèå êàê B èãðàå.

Îòãîâîð: 3n + 1. Íåêà ïúðâî m ≤ 3n. Òîãàâà B èçáèðà ïúðâî äà îöâåòè n-òå ðåäà ñ

íàé-ãîëÿì áðîé ÷åðâåíè êëåòêè. Àêî äîïóñíåì, ÷å îñòàâàò ïîíå n + 1 ÷åðâåíè êëåòêè,

òî ïîíå åäèí îò íåîöâåòåíèòå â ÷åðíî ðåäîâå ñúäúðæà ïîíå 2 ÷åðâåíè êëåòêè. Òîãàâà îò

ìàêñèìàëíîñòòà èìàìå, ÷å âñåêè ÷åðåí ðåä ñúäúðæà ïîíå 2 ÷åðíè êëåòêè è çíà÷è áðîÿò

íà ïî÷åðíåëèòå ÷åðâåíè êëåòêè å ïîíå 2n. Íî òîãàâà îñòàâàò íàé-ìíîãî n ÷åðâåíè êëåòêè

(êîèòî íå ñà â ÷åðíî), ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî îñòàâàò íàé-ìíîãî n ÷åðâåíè êëåòêè

è å äîñòàòú÷íî B äà èçáåðå òåõíèòå êîëîíè (òîâà å âúçìîæíî, òúé êàòî èìà ïðàâî íà n

êîëîíè).

Ñåãà íåêà m = 3n+ 1. Òîãàâà A ïå÷åëè êàòî îöâåòè êëåòêèòå ñ êîîðäèíàòè:

(1, 1); (i, i+ 1) çà 1 ≤ i ≤ n; (i+ 1, i) çà 1 ≤ i ≤ n; (j, j) çà n + 1 ≤ j ≤ 2n

Íàèñòèíà, äà äîïóñíåì, ÷å B ìîæå äà îöâåòè âñè÷êèòå â ÷åðíî. Êëåòêèòå (j, j), n +
2 ≤ j ≤ 2n ñà íåïðåìåííî îöâåòåíè ÷ðåç n − 1 ðàçëè÷íè ëèíèè (ðåäîâå èëè êîëîíè),

êîèòî íå ñúäúðæàò äðóãè ÷åðâåíè ïîëåòà è çíà÷è îñòàíàëèòå 2n + 2 ïîëåòà òðÿáâà äà ñå

ïðåîöâåòÿò â ÷åðíî ÷ðåç îñòàâàùèòå n+1 ëèíèè. Òúé êàòî íèêîÿ ëèíèÿ íå ñúäúðæà ïîâå÷å
îò äâå ÷åðâåíè ïîëåòà, òðÿáâà âñÿêî ÷åðâåíî ïîëå äà ïðèíàäëåæè íà òî÷íî åäíà îò òåçè

ëèíèè. Áåç îãðàíè÷åíèå íåêà (1, 1) å ïðåîöâåòåíà â ÷åðíî ÷ðåç ðåä. Íåêà k å íàé-ìàëêîòî

åñòåñòâåíî ÷èñëî òàêîâà, ÷å ðåäúò k, 2 ≤ k ≤ n+1 íå å ÷åðåí (òàêîâà èìà, èíà÷å ùå èìàìå

îáùî ïîíå n+1 ÷åðíè ðåäà, ïðîòèâîðå÷èå). Òîãàâà ïîëåòî (k, k−1) òðÿáâà äà áúäå â ÷åðíî
÷ðåç êîëîíà k − 1. Íî â òàçè êîëîíà èìà äðóãî ÷åðâåíî ïîëå (j, k − 1), êîåòî ïðèíàäëåæè
íà ÷åðíèÿ ðåä ñ íîìåð j < k, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà ìèíèìàëíîñòòà íà k.

Çàäà÷à 3. Åñòåñòâåíîòî ÷èñëî n > 1 å òàêîâà, ÷å èìà åñòåñòâåíî ÷èñëî a è ïðîñòî ÷èñëî

q, êîèòî èçïúëíÿâàò ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

1
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• q äåëè n− 1 è q >
√
n− 1

• n äåëè an−1 − 1

• ÍÎÄ(a
n−1

q − 1, n) = 1.

Âúçìîæíî ëè å n äà å ñúñòàâíî ÷èñëî?

�åøåíèå. Íå! Äà äîïóñíåì, ÷å å âúçìîæíî è íåêà p å ïðîñò äåëèòåë íà n, çà êîéòî

p ≤ √
n. Îò ïúðâîòî óñëîâèå ñëåäâà q >

√
n − 1 ≥ p− 1 è ïîíåæå q å ïðîñòî, ïîëó÷àâàìå

ÍÎÄ(q, p − 1) = 1. Òàêà îò òåîðåìàòà íà Áåçó ñúùåñòâóâàò öåëè ÷èñëà x è k (â ñëó÷àÿ

ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å ñà åñòåñòâåíè), çà êîèòî qx = (p−1)k+1. Òúé êàòî p äåëè n, âòîðîòî

óñëîâèå äàâà an−1 ≡ 1 (mod p), îòêúäåòî

1 ≡ (an−1)x ≡ (a
n−1

q )qx ≡ (a
n−1

q )(p−1)k+1 ≡ ((a
n−1

q )k)p−1.a
n−1

q ≡ a
n−1

q (mod p)

(çà ïîñëåäíîòî ñðàâíåíèå èçïîëçâàõìå òåîðåìàòà íà Ôåðìà). Ñëåäîâàòåëíî p å îáù ïðîñò

äåëèòåë íà a
n−1

q − 1 è n, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà òðåòîòî óñëîâèå.

Çàäà÷à 4. Âÿðíî ëè å, ÷å çà âñÿêî ïðîñòî ÷èñëî p ñúùåñòâóâàò íåêîíñòàíòíè ïîëèíîìè

P è Q íà ïðîìåíëèâàòà x è ñ öåëè êîå�èöèåíòè, çà êîèòî îñòàòúêúò ïðè äåëåíèå íà p íà

êîå�èöèåíòà ïðåä xn
â íîðìàëíèÿ âèä íà ïðîèçâåäåíèåòî PQ å 1 çà n = 0 è n = 4; p− 1

çà n = 2 è å 0 çà âñÿêî äðóãî n ≥ 0?

�åøåíèå. Äà! Ïðè p = 2 è p = 3 å äîñòàòú÷íî äà èçáåðåì ñúîòâåòíî P = Q = x2 + x + 1
è P = Q = x2 + 1. Íåêà p ≥ 5. Ïîíå åäíî îò ÷èñëàòà −1, −3 è 3 å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî

ìîäóë p (èíà÷å ïðîèçâåäåíèåòî èì, êîåòî å 9, áè áèëî êâàäðàòè÷åí íåîñòàòúê). Àêî s2 ≡ −1
(mod p) çà íÿêîå s, ïîëó÷àâàìå (ñ òî÷íîñò äî ìîäóë p) x4 − x2 + 1 = (x2 − 1)2 − s2x2 =
(x2 − sx − 1)(x2 + sx − 1). Àêî s2 ≡ 3 (mod p) çà íÿêîå s, òî (ñ òî÷íîñò äî ìîäóë p)

x4 − x2 + 1 = (x2 + 1)2 − s2x2 = (x2 − sx + 1)(x2 + sx + 1). Àêî s2 ≡ −3 (mod p) çà íÿêîå

s, òî (ñ òî÷íîñò äî ìîäóë p) 4(x4 − x2 + 1) = (2x2 − 1)2 − s2 = (2x2 − s− 1)(2x2 + s− 1) è
óìíîæàâàéêè äâåòå ñòðàíè ïî ÷èñëî t, çà êîåòî 4t ≡ 1 (mod p) (òàêîâà èìà ïî òåîðåìàòà

íà Áåçó), ïîëó÷àâàìå èñêàíîòî.

Çàäà÷à 5. Íåíàìàëÿâàùèòå �óíêöèè f, g : R → R ñà òàêèâà, ÷å f(r) ≤ g(r) çà âñÿêî

ðàöèîíàëíî ÷èñëî r. Âÿðíî ëè å, ÷å f(x) ≤ g(x) çà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî x?

�åøåíèå. Íå! Èçáèðàìå f(x) = 1 çà x ≥
√
3 è 0 èíà÷å; g(x) = 1 çà x >

√
3 è 0 èíà÷å.

Çàäà÷à 6. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè �óíêöèè f : N0 → N0, òàêèâà ÷å çà âñåêè äâå x, y ∈ N0 å

èçïúëíåíî

xf(y) + yf(x) = (x+ y)f(x2 + y2)

(Ñ N0 = {0, 1, 2, 3, . . .} ñå îçíà÷àâà ìíîæåñòâîòî íà öåëèòå íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà.)

�åøåíèå. Ïðè x = 0 è y 6= 0 ïîëó÷àâàìå yf(0) = yf(y2), ò.å. f(y2) = f(0). Çàìåñòâàéêè
y 6= 0 ñ y2 â äàäåíîòî, ïîëó÷àâàìå xf(0) + y2f(x) = (x+ y2)f(x2 + y4), ò.å. x(f(0)− f(x)) +
(x+ y2)f(x) = (x+ y2)f(x2 + y4). Òàêà çà �èêñèðàíî x, x(f(0)− f(x)) ñå äåëè íà x+ y2 çà

âñÿêî y 6= 0 (âïðî÷åì, î÷åâèäíî è çà y = 0) è â ÷àñòíîñò èìà áåçáðîéíî ìíîãî äåëèòåëè.

Ïîñëåäíîòî å âúçìîæíî ñàìî êîãàòî òî å 0, ò.å. f(x) = f(0) çà âñÿêî x. Îáðàòíî, ÿñíî å,

÷å âñÿêà êîíñòàíòíà �óíêöèÿ å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.
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Çàäà÷à 7. Íåêà n å åñòåñòâåíî ÷èñëî. �ðà�úò G å ñ 10n âúðõà. Òåçè âúðõîâå ñà ðàçäåëåíè

íà 10 ãðóïè îò ïî n âúðõà è ìåæäó äâà âúðõà â G èìà ðåáðî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñà

â ðàçëè÷íè ãðóïè. Êîëêî íàé-ìíîãî ðåáðà ìîæå äà èìà ïîäãðà� íà G, êîéòî íå ñúäúðæà

ïúëåí ãðà� ñ 4 âúðõà?

Îòãîâîð: 33n2
. Äà îçíà÷èì âúðõîâåòå â i-òàòà ãðóïà ñ Ai

1, A
i
2, . . ., A

i
n. Âñÿêî ðåáðî íà G

å â òî÷íî n8
êîïèÿ íà ïúëíèÿ ãðà� ñ 10 âúðõà, ñúäúðæàùè ñå â G. Ñëåäîâàòåëíî áðîÿò

ðåáðà íà ïîäãðà� ìîæåì äà çàïèøåì êàòî

∑
j1,j2,...,j10

∑
k1,k2

(1
A

k1
jk1

A
k2
jk2

∈E(G)
)

n8

êúäåòî 1xy∈E(G) = 1 àêî xy å ðåáðî è 0 èíà÷å. Çà ïîäãðà�, íåñúäúðæàù K4, âñÿêî îò

ñúáèðàåìèòå íà âúíøíàòà ñóìà â ÷èñëèòåëÿ å íàé-ìíîãî 33 (ïîíåæå ìàêñèìàëíèÿ ïîäãðà�
íàK10, áåç êîïèÿ íàK4, èìà 33 ðåáðà ñúãëàñíî òåîðåìàòà íà Òóðàí). Áðîÿò íà ñúáèðàåìèòå
å n10

è òàêà ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà

33n10

n8 = 33n2
. Ïðèìåðúò ñå êîíñòðóèðà àíàëîãè÷íî.

Çàäà÷à 8. Äàäåí å òðèúãúëíèê ABC. Òî÷êàòà D îò îïèñàíàòà ìó îêðúæíîñò k å òàêàâà,

÷å CD å ñèìåäèàíà â △ABC (ò.å. <) BCD =<) ACM , êúäåòî M å ñðåäàòà íà AB). Íåêà

X è Y ñà îò ëú÷èòå CB è CA, êàòî CX = 2CA è CY = 2CB. Äà ñå äîêàæå, ÷å îêðúæ-

íîñòòà, äîïèðàùà ñå âúíøíî äî k è äî ïðàâèòå CA è CB, ñå äîïèðà äî îïèñàíàòà îêîëî

òðèúãúëíèêà XDY îêðúæíîñò.

�åøåíèå. Ïðè êîìïîçèöèÿ íà èíâåðñèÿ ñ öåíòúð C è ðàäèóñ

√
CA.CB è ñèìåòðèÿ îòíîñíî

úãëîïîëîâÿùàòà íà <) ACB òî÷êèòå X è Y îòèâàò â ñðåäèòå M è N íà AC è BC, à D

îòèâà â ñðåäàòà íà AB. Îêðúæíîñòòà, äîïèðàùà ñå âúíøíî äî k è ïðàâèòå CA è CB,

îòèâà âúâ âïèñàíàòà çà △ABC. Ñëåäîâàòåëíî çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî ñëó÷àÿ íà òåîðåìàòà

íà Ôîéåðáàõ çà äîïèðàíåòî íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò è îêðúæíîñòòà íà Îéëåð çà △ABC.
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Äåñåòè áúëãàðñêè �åñòèâàë íà ìëàäèòå ìàòåìàòèöè

Ôèíàë, Òåìà çà 10 � 12 êëàñ

Çàäà÷à 1. Íàìåðåòå íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà åñòåñòâåíîòî ÷èñëî k ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî:

íå ñúùåñòâóâà àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ 2019 ÷ëåíà òî÷íî k îò êîèòî ñà öåëè ÷èñëà.

Îòãîâîð: k = 71. Äà ðàçãëåäàìå àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ ïúðâè ÷ëåí a1, ðàçëèêà

d è 2019 ÷ëåíà, â êîÿòî èìà k öåëè ÷èñëà. Áåç îãðàíè÷åíèå ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å íàé-

ìàëêîòî öÿëî ÷èñëî â ïðîãðåñèÿòà å 0 (òúé êàòî ìîæåì äà ïðèáàâèì êúì âñè÷êè ÷ëåíîâå

ïðîèçâîëíî öÿëî ÷èñëî).

Íåêà ñëåäâàùîòî öÿëî ÷èñëî â ïðîãðåñèÿòà å n. Òîãàâà çà ðàçëèêàòà d íà ïðîãðåñèÿòà

èìàìå td = n, êúäåòî t å åñòåñòâåíî ÷èñëî è (t, n − 1) = 1 (àêî (t, n − 1) 6= 1, òî â

ïðîãðåñèÿòà ùå èìà öÿëî ÷èñëî, ïî-ìàëêî îò n). Ñëåäîâàòåëíî d =
n

t
. Öåëèòå ÷èñëà ñà

0, n, 2n, . . . , (k − 1)n, êàòî ìåæäó âñåêè äâå îò òÿõ èìà t− 1 ÷ëåíà íà ïðîãðåñèÿòà.
Â ïðîãðåñèÿòà èìà íàé-ìàëêî k+(k−1)(t−1) ÷ëåíà, à íàé-ìíîãî k+(k−1)(t−1)+2(t−1)

÷ëåíà. Ñëåäîâàòåëíî k + (k − 1)(t − 1) ≤ 2019 ≤ k + (k − 1)(t − 1) + 2(t − 1), îòêúäåòî
ïîëó÷àâàìå:

2020

k + 1
≤ t ≤

2018

k − 1
.

Êîãàòî

2018

k − 1
−

2020

k + 1
≥ 1 â èíòåðâàëà

[

2020
k+1

, 2018
k−1

]

èìà öÿëî ÷èñëî. Òîâà ñòàâà ïðè k ≤ 62.

Äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ïðè 64 ≤ k ≤ 70 â èíòåðâàëà
[

2020
k+1

, 2018
k−1

]

èìà öÿëî ÷èñëî, à ïðè

k = 71 òîâà íå å âÿðíî.

Çàäà÷à 2. Ñúùåñòâóâà ëè ñòðîãî ðàñòÿùà �óíêöèÿ f : N → N , òàêàâà ÷å çà âñÿêî

åñòåñòâåíî ÷èñëî n å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

f(f(f(n))) = n + 2f(n)?

�åøåíèå. Âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ïî åäèíñòâåí íà÷èí êàòî ñóìà

îò ÷èñëà íà Ôèáîíà÷è ïî ñëåäíèÿ àëãîðèòúì: (1) Àêî k å ìàêñèìàëíîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî,

çà êîåòî n ≥ Fk, òî Fk ó÷àñòâà â ïðåäñòàâÿíåòî è ñúùîòî ïðèëàãàìå çà n − Fk. ßñíî å,

÷å ïî ò.ê Fk+1 > Fk, òî Fk−1 íå ó÷àñòâà â ïðåäñòàâÿíåòî íà n. Àíàëîãè÷íî ïðîäúëæà-

âàéêè ïî ñúùèÿ íà÷èí ïîëó÷àâàìå åäèíñòâåíî ïðåäñòàâÿíå íà n êàòî ñóìà íà ÷èñëà íà

Ôèáîíà÷è (áåç ñúñåäíè ÷ëåíîâå â íåãî). Íåêà ñåãà n = Fi1 + · · · + Fis å ïðåäñòàâÿíåòî íà

n. Ùå äîêàæåì, ÷å �óíêöèÿòà f(n) = Fi1+1 + Fi2+1 + · · · + Fis+1 èçïúëíÿâà óñëîâèåòî.

Ò.ê äîêàçàõìå, ÷å ïðåäñòàâÿíåòî, äå�èíèðàíî â (1) å åäíîçíà÷íî, òî �óíêöèÿòà å äîáðå

äå�èíèðàíà(åäíîçíà÷íî). Ñëåäîâàòåëíî

f(f(f(n))) = Fi1+3 + · · ·+ Fis+3 = Fi1+1 + · · ·+ Fis+1 + Fi1+2 + · · ·+ Fis+2 = 2f(n) + n.

Çàäà÷à 3. Äàäåí å íåðàâíîáåäðåí △ABC ñ îïèñàíà îêðúæíîñò ω(O). Íåêà H å ïåòàòà

íà ïðåïðåíäèêóëÿðà îò C êúì AB è íåêà M å ñðåäàòà íà AB. Äå�èíèðàìå òî÷êà X êàòî

âòîðàòà ïðåñå÷íà òî÷êà íà îêðúæíîñòòà ñ äèàìåòúð CM è ω è íåêà XH ïðåñè÷à ω çà

âòîðè ïúò â òî÷êàòà Y. Àêî CO ∩ AB = D, òî äà ñå äîêàæå, ÷å îêðúæíîñòòà, îïèñàíà

îêîëî △Y HD ñå äîïèðà äî ω.

�åøåíèå. Íåêà äîïèðàòåëíèòå â òî÷êèòå A è B êúì ω ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà T. Íåêà

CT ∩ ω = {C, Y ′}, íåêà CH ∩ ω = {C,Z}, íåêà A1 è B1 ñà ïåòèòå íà âèñî÷èíèòå ïðåç A è

B è íåêà S å îðòîöåíòúðúò íà △ABC. Ïúðâî ùå äîêàæåì ñëåäíàòà
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Ëåìà. Òî÷êèòå T, Z è X ñà êîëèíåðíè.

Äîêàçàòåëñòâî. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å S, M è X ëåæàò íà åäíà ïðàâà, îòêúäåòî ñëåäâà,

÷å A1, B1, C è X ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò. Îòòàì ñëåäâà, ÷å △XA1B ∼ △XB1A, êîåòî

çíà÷è, ÷å

XA
XB

= B1A
A1B

, íî △ASB1 ∼ BSA1 ⇒ B1A
A1B

= AS
BS

⇒ XA
XB

= AS
BS

. Êàêòî å äîáðå

èçâåñòíî îáà÷å, òî÷êèòå S è Z ñà ñèìåòðè÷íè îòíîñíî ïðàâàòà AB. Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà,

÷å

XA
XB

= AR
BR

, òîåñò ÷åòèðèúãúëíèêúò AXBR å õàðìîíè÷åí, ñ êîåòî ëåìàòà å äîêàçàíà.

Íåêà ñåãà Y ′X ∩ CZ = H ′. Îò Òåîðåìà íà Áðîêàð çà △BXCY ′
ñëåäâà, ÷å H ′

ëåæè

íà ïîëÿðàòà íà îòíîñíî ω, íî òàçè ïîëÿðà å òî÷íî AB! Ñëåäîâàòåëíî H ′ ≡ H, îòêúäåòî

ñëåäâà, ÷å Y ′ ≡ Y. Ñåãà íåêà òî÷êàòà P äà å ïðåñå÷íàòà íà äîïèðàòåëíèòå êúì ω â òî÷êèòå

C è Y. Ò.ê ACBY å õàðìîíè÷åí, òî P ∈ AB. Ñåãà îò ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê DCP

ñëåäâà, ÷å PH.PD = PC2, íî PY 2 = PC2 ⇒ PY 2 = PH.PD, ò.å PY å äîïèðàòåëíà êúì

îïèñàíàòà îêîëî △Y HD îêðúæíîñò, ñ êîåòî çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Çàäà÷à 4. Âïèñàíàòà â îñòðîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê ABC îêðúæíîñò äîïèðà ñòðàíèòå AB

è AC ñúîòâåòíî â òî÷êèòå K è L. Âèñî÷èíàòà AH ïðåñè÷à úãëîïîëîâÿùèòå íà <) ABC

è <) ACB â òî÷êèòå P è Q, ñúîòâåòíî. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñðåäàòà M íà AH ëåæè íà

ðàäèêàëíàòà îñ íà îêðúæíîñòèòå, îïèñàíè îêîëî òðèúãúëíèöèòå KPB è LQC.

�åøåíèå. Ïðåñå÷åòå äâåòå îêðúæíîñòè ïîâòîðíî ñ AH è èçïîëçâàéòå ñòåïåí íà òî÷êàòà.

Èçðàçåòå âñÿêà îò îòñå÷êèòå ÷ðåç òðèòå ñòðàíè íà △ABC.

Çàäà÷à 5. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëîm ñ π(m) îçíà÷àâàìå áðîÿò íà ïðîñòèòå ÷èñëà, íåíàä-
ìèíàâàùè m. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè äâîéêè åñòåñòâåíè ÷èñëà (a, b), çà êîèòî ñúùåñòâóâàò
ïîëèíîìè P,Q ∈ Z[X ], òàêà ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n å âÿðíî ðàâåíñòâîòî

π(an)

π(bn)
=

P (n)

Q(n)
.

Îòãîâîð: (a, b) = (k, k) çà íÿêîå k ∈ N. Ïúðâî î÷åâèäíî âñè÷êè òàêèâà äâîéêè

èçïúëíÿâàò óñëîâèåòî. Îáðàòíî íåêà äîïóñíåì, ÷å ÁÎÎ a > b. Îñâåí òîâà ìîæåì ÁÎÎ

äà ïðèåìåì è, ÷å (P,Q) = 1. Îò Òåîðåìàòà íà Áåçó çà ïîëèíîìè ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò

ïîëèíîìè R, S ∈ Z[X ] è êîíñòàíòà C, òàêèâà ÷å (1) P (n)R(n) + Q(n)S(n) = C çà âñÿêî

åñòåñòâåíî ÷èñëî n. Ñåãà äà äîïóñíåì, ÷å ïîíå åäèí îò P è Q å íåêîíñòàíòåí è íåêà ÁÎÎ

òîâà å P. Òîãàâà îò Ëåìà íà Øóð ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà

p, êîèòî äåëÿò P (n) çà íÿêîå åñòåñòâåíî n. Îò (1) ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò êðàåí áðîé

ïðîñòè ÷èñëà, êîèòî äåëÿò (P (n), Q(n)). Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçêðàéíî
ìíîãî äâîéêè åñòåñòâåíè ÷èñëà (n, p), êúäåòî n ≤ p, à p å ïðîñòî ÷èñëî, òàêîâà ÷å p|P (n) è
(p,Q(n)) = 1. Òîãàâà çà âñÿêà îò òåçè äâîéêè p|π(an). Â ÷àñòíîñò, π(ap) > π(an) > p. Ùå

äîêàæåì ñëåäíàòà

Ëåìà. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî π(n) < 6 log 2 n
logn

.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî k èìàìå, ÷å

4k >

(

2k

k

)

> kπ(2k)−π(k) ⇒ 2k log 2 > (π(2k)− π(k)) log k

⇒ π(2k)− π(k) <
2k log 2

log k

Ñåãà ïîëàãàéêè k = 2i è ñóìèðàéêè ïî i = 0, 1, 2, . . . , s ïîëó÷àâàìå, ÷å

π(2s+1) <

s+1
∑

i=1

2i

i
< 3

2s+1

s+ 1
,
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êúäåòî ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ñëåäâà ñ èíäóêöèÿ ïî s.

Ñåãà íåêà çà ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî 2s+1 > n ≥ 2s. Òîãàâà

π(n) ≤ π(2s+1) < 3
2s+1

s+ 1
< 6 log 2

n

log n

è òàêà ëåìàòà å äîêàçàíà.

Îáðàòíî êúì çàäà÷àòà èìàìå, ÷å p ≤ π(ap) < 6 log 2 ap

log ap
< p çà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî p.

Ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçâà, ÷å P è Q ñà êîíñòàíòè.

Ñëåäîâàòåëíî èìàìå, ÷å

π(an)
π(bn)

= s
r
, êúäåòî s è r ñà �èêñèðàíè âçàèìíîïðîñòè åñòåñòâåíè

÷èñëà. Ò.ê a > b, òî s > r ≥ 1, ñëåäîâàòåëíî s èìà ïðîñò äåëèòåë q. Îñâåí òîâà ò.ê (r, s) = 1,
òî (q, r) = 1. Ñëåäîâàòåëíî q|π(an) çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n. Äîñòàòú÷íî å äà íàìåðèì

åäíî åñòåñòâåíî ÷èñëî n, òàêîâà ÷å π(a(n + 1))− π(an) = 1, çà äà ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå.

Íåêà p2, p3, . . . , pa ñà ðàçëè÷íè ïðîñòè ÷èñëà, ïî-ãîëåìè îò a. Íåêà N < P = p2p3 · · · pa å
òàêîâà, ÷å pi|aN + i çà âñÿêî i = 2, . . . , a(Òàêîâà èìà è å åäèíñòâåíî çàðàäè ÊÒÎ). Íåêà

ñåãà ðàçãëåäàìå àðèòìåòè÷íàòà ïðîãðåñèÿ ñ îáù ÷ëåí xk = aPk + aN + 1. Äà çàáåëåæèì,
÷å (aN + 1, aP ) = 1, çàùîòî àêî äîïóñíåì, ÷å pi|aN + 1, òî ùå ñëåäâà, ÷å pi|i − 1, ò.å
pi < i ≤ a, êîåòî ïðîòèâîðå÷è ñ èçáîðà íà pi. Îò Òåîðåìà íà Äèðèõëå ñåãà ñëåäâà, ÷å

òàçè ðåäèöà ñúäúðæà áåçêðàéíî ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà, êîåòî ðåøàâà çàäà÷àòà íè, çàùîòî ñ

èçáîðà íà n ≡ N (mod p2 · · ·pa) è an+1 äà å ïðîñòî ãàðàíòèðàõìå π(a(n+1))−π(an) = 1.
Ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçâà, ÷å a = b.

Çàäà÷à 6. Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî êîìïëåêñíî ÷èñëî z å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|z|2 + 2|z − 1| ≥ 1,

êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ïðè z = 1.

�åøåíèå. Àêî |z| ≥ 1 èìàìå:

|z|2 + 2|z − 1| ≥ 1 + 2|z − 1| ≥ 1,

êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ïðè z = 1. Àêî |z| < 1 èìàìå:

|z − 1| ≥ ||z| − 1| = 1− |z|,

îòêúäåòî ñëåäâà:

|z|2 + 2|z − 1| − 1 ≥ |z|2 + 2(1− |z|)− 1 = (|z| − 1)2 ≥ 0.

Çàäà÷à 7. Èçïúêíàë ìíîãîñòåí èìà m òðèúãúëíè ñòåíè (è âúçìîæíî ñòåíè îò äðóãè âè-

äîâå). Îò âñåêè âðúõ èçëèçàò òî÷íî 4 ðåáðà. Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò

íà m.

�åøåíèå. Äà ðàçãëåäìå ìíîãîñòåí ñ äàäåíèòå ñâîéñòâà. Äà îçíà÷èì ñ S, R è V áðîÿò íà

ñòåíèòå, ðåáðàòà è âúðõîâåòå. Âñÿêî ðåáðî èìà äâå âúðõà, êàòî îò âñåêè âðúõ èçëèçàò ïî

4 ðåáðà. Ñëåäîâàòåëíî 2R = 4V .
Äà ïðåáðîèì ðåáðàòà íà âñÿêà ñòåíà. Èìàìå ïîíå 3m+ 4(S −m) ðåáðà, êàòî âñÿêî ñå

áðîè ïî äâà ïúòè è ñëåäîâàòåëíî 2R ≥ 3m+4(S−m). Îò �îðìóëàòà íà Îéëåð S+V −R = 2
è îò R = 2V ïîëó÷àâàìå 4S − 8 = 2R ≥ 3m+ 4(S −m). Îòòóê m ≥ 8 è ïîíåæå îêòàåäúðà
èìà èñêàíèòå ñâîéñòâà, òî m = 8.
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Çàäà÷à 8. Èçïèò èìà 5 âúïðîñà, âñåêè ñ 4 èçáèðàåìè îòãîâîðà. Íà èçïèòà ñå ÿâèëè 2000

ó÷åíèöè è âñåêè ïîñî÷èë òî÷íî åäèí îòãîâîð íà âñåêè âúïðîñ. Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêàòà

ñòîéíîñò íà n, çà êîÿòî å âúçìîæíî îòãîâîðèòå íà ó÷åíèöèòå äà èìàò ñëåäíîòî ñâîéñòâî:

èçìåæäó âñåêè n ó÷åíèöè èìà ÷åòèðèìà, ìåæäó êîèòî âñåêè äâàìà èìàò íàé-ìíîãî òðè

åäíàêâè îòãîâîðà.

�åøåíèå. Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å n ≥ 25. Let 1, 2, 3, 4 denote the four di�erent 
hoi
es of
ea
h problem. Represent ea
h student's answer sheet by an ordered 5-tuple (a1, a2, a3, a4, a5),
ai ∈ {1, 2, 3, 4}, where the student's answer to problem i is ai. We say that two answer sheets are

of the same type if their 
orresponding 5-tuples belong to a set of the form {(k, a2, a3, a4, a5)|k ∈
{1, 2, 3, 4}, where a2, a3, a4, a5 ∈ {1, 2, 3, 4}. Sin
e there are 256 su
h sets, and 2000 = 256.7 +
208, at least eight answer sheets are of the same type by the pigeonhole prin
iple. Among the
1992 remaining answer sheets, again some eight are of the same type. Finally, among the 1984

remaining answer sheets, another eight are of the same type. Consider the set A of these 24

answer sheets. Given any two answer sheets in A, two of them must be of the same type, that is,

their solutions for the last 4 problems are identi
al. This violates the assumption that there are

4 answer sheets in A, among whi
h any two have at most 3 
ommon answers. Hen
e, n ≥ 25.
Now we show that n = 25 is indeed attainable. De�ne the set

S = {(a1, a2, a3, a4, a5)|

4
∑

i=1

ai ≡ 0(mod4), ai ∈ {1, 2, 3, 4}}.

Then |S| = 44 = 256, and any two answer sheets have at most 3 
ommon answers if their


orresponding 5-tuples are distin
t elements of S. Pi
k any 250 elements of S, and assume

that exa
tly eight students turn in answer sheets that 
orrespond to ea
h of these 250 5-tuples.

Among any 25 > 3.8 answer sheets, there are four whose 
orresponding 5-tuples are distin
t

elements in S, and they satisfy the given 
onditions of the problem. Therefore, the answer is

n = 25.
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